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Resumen y Abstract IX 
 
Resumen 
El trabajo que se encuentra plasmado a continuación recopila la investigación 
desarrollada durante el desarrollo de la Maestría en Ingeniería Mecánica, impulsada 
desde el Grupo de Diseño Mecánico Computacional (DIMEC). En ésta se desarrolla un 
prototipo de Energy Harvesting (Colector de energía en español) piezoeléctrico mediante 
el Método de Optimización Topológica (MOT), el cual tiene como objetivo, además de 
recuperar energía desperdiciada (propósito de todos los Energy Harvesting), buscar una 
alternativa para mejorar el desempeño de los prototipos construidos hasta el momento. 
Dicho Energy Harvesting piezoeléctrico es diseñado para la aplicación específica de 
zapatos, donde se busca mejorar su eficacia de dos maneras principalmente: primero, 
posicionándolo en el sector de mayores presiones plantares, de acuerdo a la literatura 
encontrada, donde se aplicará la fuerza de reacción conocida durante el estudio del 
análisis de la marcha humana en personas normales; es decir, sin ninguna patología; y 
segundo aplicando técnicas vanguardistas como el diseño óptimo para el desarrollo del 
mismo. Los Energy Harvesting son construidos con piezoeléctricos comerciales PZT-5A, 
los cuales no se modifican en su estructura interna, además a éstos se les acopla un 
mecanismo flexible óptimo que se encargara de aumentar la vida útil del piezoeléctrico y 
de excitarlo de forma homogénea, logrando su máximo desempeño como sensor 
(transformando la energía mecánica aplicada en la máxima energía eléctrica posible). 
 
Palabras clave: Energy Harvesting, piezoeléctrico, Método de Optimización Topológica, 
marcha humana. 
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Abstract 
This work collects the research conducted during the development of the Master of 
Engineering Mechanics, promoted by the Diseño Mecánico Computacional Group 
(DIMEC). This research developes a piezoelectric Energy Harvesting prototype by the 
Topological Optimization Method (MOT), which aims, in addition to recovering wasted 
energy (purpose of the all Energy Harvesting devices), to find an alternative to improve 
the performance of the prototypes built so far. This Piezoelectric Energy Harvesting is 
designed for the specific application of shoes, which seeks to improve efficiency in two 
main ways: first, positioning the device in the point with highest plantar pressures, 
according to the literature found, where will apply the reaction force known in the study 
of human gait analysis in a normal people; that is, without any pathology; and second by 
applying advanced techniques such as the optimal design. The Energy Harvesting are built 
with commercial piezoelectric PZT-5A, which are not changed in their internal structure, 
in addition to these are coupled optimal compliant mechanism to take care of increasing 
the lifetime of the piezoelectric and to excite evenly it, achieving maximum performance 
as sensor (transforming the mechanical energy applied to the maximum possible power.) 
 
 
Keywords: Energy Harvesting, piezoelectric, Topology Optimization Method, human gait.  
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CAPÍTULO 1: Introducción 
El mundo pasa por un momento crítico en cuanto a generación de energía, no en vano 
muchos investigadores se han concentrado en el estudio de fuentes alternativas y en el 
desarrollo de sistemas capaces de aprovechar ésta en las diferentes formas que se 
encuentra en el ambiente; ejemplo de esto es la energía eólica, la energía solar, la 
energía hidráulica, entre otras. Con el paso de los años y con el crecimiento tecnológico 
que ha ido experimentando el mundo en el último siglo, el tema ha tomado mayor 
fuerza, ya que cada vez se construyen más dispositivos que usan para su funcionamiento 
la energía eléctrica. La generalización de éstos, su portabilidad y su uso masivo casi 
indispensable para la comunicación, el entretenimiento, la medicina y en general para la 
mayoría de las actividades cotidianas que realiza el hombre, ha obligado de manera 
urgente la búsqueda de nuevas fuentes de potencia [1]. Unida a esta problemática, se 
encuentran las dificultades ambientales que trae consigo el vertiginoso crecimiento 
tecnológico que se vive hoy, ya que a este mismo ritmo se generan desperdicios 
electrónicos contaminantes como lo son las baterías. Una posible alternativa para 
abordar estos problemas son los Energy Harvesting (Colectores de energía en español), 
ya que éstos son diseñados para tomar cualquier tipo de energía circundante en el 
ambiente usualmente desperdiciada y convertirla en energía eléctrica. Este concepto 
trabaja hacia el desarrollo de dispositivos autoalimentados que no requieran de un 
continuo cambio de su fuente de alimentación [2].  
 
La investigación que se plasma en este texto propone el uso de los Energy Harvesting 
específicamente en la aplicación del calzado, sacando provecho de la energía que el ser 
humano desperdicia al caminar, para convertirla en energía eléctrica que pueda ser 
aprovechada. El diseño de este Energy Harvesting fue abordado de la misma forma en 
4 Diseño de un Colector de Energía Piezoeléctrico (Energy Harvesting) 
 
que se hace el diseño de un mecanismo flexible mediante el Método de Optimización 
Topológica, teniendo en cuenta que la característica principal de este tipo de 
mecanismos es que su movimiento es dado por la flexibilidad de la estructura y no por la 
presencia de juntas y pines, además utilizan la propiedad de deformación como fuente de 
movimiento y generalmente son monolíticos; es decir, construidos en una única pieza, lo 
cual evita el ensamble y lubricación de las partes, ahorrando costos de manufactura y 
operación. Para ilustrar esto. 
 
Para un mejor entendimiento del proyecto desarrollado se presentan cinco capítulos en 
los cuales se da toda la explicación teórica, la manera de implementar dicha teoría para la 
solución del problema planteado y los resultados obtenidos. Todo esto organizado de la 
siguiente manera: el Capítulo II introduce al tema de los Energy Harvesting mediante la 
realización del estado del arte, hablando de su historia y su clasificación, dando ejemplos 
de algunas aplicaciones y mostrando de manera particular los diferentes desarrollos 
implementados en el calzado. El Capítulo III explica el fenómeno de la piezoelectricidad a 
través de la historia, enfocándose en el fenómeno físico, el porqué de éste, las 
ecuaciones que gobiernan su comportamiento y además exhibe la formulación del 
Método de Elementos Finitos para el problema piezoeléctrico junto con las ecuaciones 
para su implementación matricial. El Capítulo IV trata el Método de Optimización 
Topológica explicando qué es, su algoritmo de funcionamiento básico, conceptos, 
definiciones y algunos problemas del mismo, Por último, en el Capítulo V se presentan los 
resultados y el proceso para su obtención, partiendo del diseño, sus consideraciones y el 
desarrollo del código, siguiendo con la etapa de simulación y verificación, para finalizar 
con la fabricación y la presentación de los resultados experimentales. 
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1.1. OBJETIVOS 
 
1.1.1. Objetivo General 
 
Diseñar un Energy Harvesting piezoeléctrico mediante optimización topológica, el cual 
maximice la transformación de energía mecánica en eléctrica que un ser humano puede 
generar al caminar. 
 
1.1.2. Objetivos Específicos 
 
i. Desarrollar un código para la simulación de Energy Harvesting piezoeléctricos 
mediante el método de la Optimización Topológica y para su simulación por 
elementos Finitos.  
 
ii. Validar el Energy Harvesting diseñado comparando los resultados obtenidos en un 
software comercial de elementos finitos. 
 
iii. Construir un prototipo de laboratorio según el diseño obtenido, con el fin de realizar 
pruebas y verificar su desempeño. 
 
iv. Comparar el Energy Harvesting diseñado mediante el método de la Optimización 
Topológica con otros Energy Harvesting piezoeléctricos.  
1.2. METODOLOGÍA 
 
El abordaje metodológico, tal como lo muestra la secuencia de la Gráfica 1.1, consiste en 
la interacción mutua de tres aspectos primordiales, los cuales son: El diseño óptimo 
computacional, la simulación y la fabricación. Con base en esto, los diseños óptimos 
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desarrollados de forma computacional mediante el Método de Optimización Topológica 
pasan a ser verificados de dos maneras principalmente: primero son probados en 
simulación con el software de elementos finitos ANSYS, y al tener los resultados 
esperados, después de las correcciones necesarias, son validados y caracterizados a 
través de la fabricación y las pruebas experimentales, respectivamente. 
 
Gráfica 1.1. Aspectos primordiales de la investigación 
 
Como se puede apreciar y como se mencionó anteriormente, el primer ítem del proceso 
de investigación es el de Diseño, aquí se desarrolló un código para la creación virtual del 
Energy Harvesting mediante el Método de Optimización Topológica, esto se realizó 
haciendo uso del software Matlab. Luego, continuando con la etapa de Simulación, con 
el paquete comercial de Elementos finitos ANSYS se verificó el desempeño del Energy 
Harvesting diseñado y se ajustaron los parámetros necesarios para continuar con la etapa 
de Fabricación. En esta última etapa se construyeron varios modelos, que antes de ser 
acoplados al zapato, fueron testados de manera independiente y posteriormente 
llevados a dos prototipos: el primero en la suela de un zapato y el segundo en un calzado 
deportivo, con los cuales fueron efectuadas pruebas con el propósito de conocer su 
respuesta, verificando así la veracidad de las hipótesis planteadas en esta investigación 
que son: (i) Es posible recuperar un porcentaje mayor de la energía aplicada a un 
piezoeléctrico al modificar la configuración en sus extremos mediante el MOT. (ii) Con los 
Energy Harvesting acoplados a un zapato, se puede generar energía útil para aplicaciones 
electrónicas. 
 
2. Simulación  3. Fabricación  
1. Diseño  
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1.3. ALCANCES 
 
El trabajo desarrollado y que se encuentra plasmado a lo largo de este documento, tiene 
el propósito de generar un programa con el cual se pueda formular e implementar el 
diseño un Energy Hervesting óptimo mediante el Método de la Optimización Topológica, 
el cual maximice la energía eléctrica que puede generar un ser humano al realizar una 
actividad cotidiana como caminar. Con base en esto, las principales contribuciones de 
este trabajo son las siguientes: 
 
 Un programa para el diseño óptimo de Energy Hervesting piezoeléctricos, el cual 
corresponde al logro de los objetivos específicos i y ii, y se muestra en el Capítulo V 
donde se presenta su implementación y validación mediante simulaciones. 
 Un prototipo de Energy Hervesting, el cual abarca el objetivo específico iii, y se 
presenta en el Capítulo V, donde no sólo se muestra la construcción de éste en una 
suela de zapato, sino que también se exhibe otro en un calzado deportivo, además se 
hace la comparación de los resultados obtenidos con otros colectores de energía que 
reporta la literatura, abarcando así el objetivo específico iv.  
 Una presentación oral llamada “Shoes Based on Energy Harvesting and Topology 
Optimization Method” presentada en el 10th World Congress on Computational 
Mechanics, el cual se llevó a cabo en Sao Paulo, Brasil en el año 2012. 
 Un trabajo escrito llamado “Diseño de Colector de Energía (Energy Harvesting) 
Mediante el Método de Optimización Topológica” presentado a COLCIENCIAS como 
requisito de la beca “Programa Jóvenes Investigadores e Innovadores Virginia 
Gutiérrez de Pineda 2011”, del cual una parte fue desarrollado durante la pasantía 
realizada en la Escuela Politécnica de la Universidad de Sao Paulo en el año 2013, 
financiada por la beca otorgada por el programa Enlaza Mundos de la ciudad de 
Medellín. 
 Uno o más artículos para la publicación en revistas científicas, los cuales se anexan al 
documento (Anexos 2 y 3):  
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“Diseño de Mecanismos Flexibles Mediante el Método de Optimización Topológica”, el 
cual se escribió en conjunto los investigadores Francisco Javier Ramírez Gil y Wilfredo 
Montealegre Rubio, para el IX CONGRESO COLOMBIANO DE METODOS NUMERICOS: 
Simulación en Ciencias y Aplicaciones Industriales Agosto. 21-23, 2013, UAO Cali, 
Colombia. 
 “Mecanismos flexibles: desde el diseño conceptual hasta su manufactura”, el cual se 
escribió en conjunto los investigadores Francisco Javier Ramírez Gil y Wilfredo 
Montealegre Rubio y se someterá para su evaluación y posterior publicación en la 
revista DYNA de la Universidad Nacional de Colombia. 
 
 
 
 
 
  
 
CAPÍTULO 2: Estado del arte 
2.1. ENERGY HARVESTING (COLECTORES DE ENERGÍA) 
 
Cuando se habla de Energy Harvesting, se hace referencia a sistemas encargados de la 
recuperación, la reutilización y el aprovechamiento de los diferentes tipos de energía que 
se encuentran en el ambiente y usualmente se desperdician [3], estos sistemas, también 
conocidos como Energy Scavenging, realizan el proceso de transformación de la energía 
solar, la térmica, la eólica, el ruido, las vibraciones, entre otras, en energía eléctrica  
[4][5]. El principal objetivo de esta tecnología es proveer una fuente remota de energía 
eléctrica y/o la recarga de dispositivos de almacenamiento, tales como baterías y 
capacitores, alcanzando de esta manera un impacto ecológico importante debido a que 
ayuda a reducir los residuos químicos que se producen al sustituir estos dispositivos de 
almacenamiento tradicionales. 
  
La evolución tecnológica y las tendencias que ésta ha experimentado en los últimos 
veinte años, ha traído consigo una serie de cambios de gran relevancia; principalmente, 
en la construcción de un sinnúmero de dispositivos electrónicos, dicha evolución ha 
generado modificaciones significativas en el tamaño de éstos y en su consumo de 
potencia, reduciendo ambos en gran escala [6]. De acuerdo con esta tendencia, las 
investigaciones y las aplicaciones que se han elaborado alrededor de la temática de los 
Energy Harvesting se han potencializado en los últimos años, tal como se puede observar 
en la Gráfica 2.1 y en la Gráfica 2.2, donde se ve claramente un crecimiento más 
acelerado en los últimos diez años. Dichas gráficas fueron construidas a partir de la 
exploración en la base de datos bibliográfica Scopus, allí se buscaron todos los tipos de 
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publicaciones realizadas a través del tiempo, de acuerdo a las palabras clave Energy 
Harvesting y Energy Scavenging, sin limitar los resultados a ninguna área específica.  
 
 
Gráfica 2.1. Cantidad de publicaciones sobre Energy Harvesting entre 1963-2013.  
 
 
Gráfica 2.2. Cantidad de publicaciones sobre Energy Scavenging entre 1956-2013.  
 
El crecimiento y el interés demostrado por la temática tratada en este texto, hace parte 
de la evolución que ha tenido la electrónica y los dispositivos construidos a partir de ella. 
Con esta evolución, la mencionada reducción de tamaño y de requerimientos en potencia 
han hecho que los dispositivos electrónicos sean cada vez más portables [7], lo cual 
sumado a su alta funcionalidad (reproducción de música, captura de fotos y videos, 
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conexión inalámbrica a internet y en general procesamiento de datos), ha generado la 
necesidad de trabajar en pro del mejoramiento en el aumento de su autonomía, lo que a 
su vez ha perfilado a los Energy Harvesting como una alternativa para dar solución a este 
problema [6][7][8]. Junto con la autonomía, el tema ambiental tiene un papel 
importante, que hace esta forma de generar energía, una alternativa bastante valiosa y 
prometedora, ya que en la misma proporción que crece la demanda de aparatos 
electrónicos portables como celulares, reproductores de música y video, sistemas de 
posicionamiento global, tabletas, entre muchos otros; también crecen los desperdicios 
electrónicos; particularmente las baterías, las cuales son un foco potencial de 
contaminación ambiental  que podría mitigarse en cierta medida con la implementación 
de Energy Harvesting como generadores para sistemas autónomos, o como parte de 
sistemas híbridos embebidos para la recarga de baterías y así ayudar a aumentar el 
tiempo de recambio de éstas, dando una vida útil mayor y, en consecuencia, 
contribuyendo a la reducción de la contaminación [9][10][11]. 
 
2.2. CLASIFICACIÓN DE ENERGY HARVESTING  
 
Al observar el ambiente que rodea el entorno de cada persona se pueden encontrar 
diversas formas de energía interactuando, estos diferentes tipos de energía vistos desde 
la perspectiva de los Energy Harvesting son latentes fuentes de potencia, las cuales por lo 
general son inutilizadas. En este apartado del capítulo se mostrará la clasificación dada 
por Penella y Gasulla [12] de los diferentes tipos de Energy Harvestig, la cual surge a 
partir de la extensa descripción realizada por Thomas, Qidwai y Kellogg [13] de las 
diversas fuentes de energía no biológicas que pueden transformarse en energía eléctrica 
para el uso de pequeños sistemas eléctricos remotos. 
 
La Figura 2.1 muestra la clasificación de los diferentes Energy Harvesting de acuerdo al 
tipo de energía que usan para su funcionamiento y relaciona cada uno con su respectivo 
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transductor, de esta forma es posible visualizar cinco grupos principalmente: los 
mecánicos, los magnéticos, los radiantes, los térmicos y los bioquímicos. Dentro de los 
mecánicos se encuentran los que usan la presión, la cinética, las vibraciones y las diversas 
actividades humanas como fuente principal de obtención de energía, la cual es 
transformada mediante generadores DC/AC, elementos piezoeléctricos, electrostáticos o 
inductivos. Los magnéticos por su parte aprovechan el efecto Wiegand, el cual consiste 
en la conmutación de la magnetización de la zona central de un hilo ferromagnético 
cuando éste es sometido a un campo magnético externo intenso [14]. Los radiantes como 
su mismo nombre lo indica aprovechan la radiación tanto electromagnética como óptica 
para generar energía eléctrica a partir de celdas fotovoltaicas, inducción de bobinas y 
antenas. Los térmicos usan elementos piroeléctricos y termoeléctricos para su 
generación, y por último, los bioquímicos lo hacen desde las reacciones electroquímicas. 
 
 
Figura 2.1. Diferentes fuentes de energía y sus respectivos transductores para su 
conversión a energía eléctrica. Adaptado de [12] 
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2.3. APLICACIONES DE LOS ENERGY HARVESTING 
 
Algunas investigaciones que se han realizado en la última década han ido explorando y 
desarrollado prototipos en esta área partiendo de los diversos paradigmas mostrados 
anteriormente, ejemplo de esto es la generación de energía a partir de las vibraciones, tal 
como se muestra en el artículo de Minazara, Vasic y Costa [15], éste sugiere una manera 
de aprovechar las vibraciones a las cuales se somete una bicicleta cuando transita por 
distintos terrenos, recuperando dicha energía mediante un transductor piezoeléctrico 
puesto sobre una viga en voladizo, el cual transforma las vibraciones en energía eléctrica 
para encender una lámpara LED (Figura 2.2).  
 
 
Figura 2.2. Energy Harvesting mecánico excitado por las vibraciones de una bicicleta. 
Adaptado de [15] 
 
Otro ejemplo de los diferentes tipos de Energy Harvesting que exhiben la recuperación y 
transformación de la energía de las vibraciones en energía eléctrica, pero a partir de la 
inducción de corriente, es el que aparece en la Figura 2.3, donde se saca provecho del 
movimiento de la suspensión de un vehículo para inducir una corriente eléctrica en un 
arreglo de bobinas [16].  
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Figura 2.3. Energy Harvesting electromagnético excitado por el movimiento de la 
suspensión de un vehículo. Adaptado de [16]. 
 
Bajo estas mismas condiciones para la generación de potencia eléctrica; es decir, 
partiendo del uso de la suspensión de un vehículo para el diseño de un colector de 
energía, Lee et al [17] presenta el prototipo piezoeléctrico de la Figura 2.4, donde debido 
al movimiento del pistón, el fluido interno genera una presión sobre dos capas de 
material PZT-4 dispuestas en la parte inferior del mismo, logrando generar un voltaje, con 
la ventaja de que al excitar el PZT de esta forma se aumenta su vida útil, al protegerlo de 
impactos que puedan fracturar la cerámica. 
 
 
 
 
(a) (b) (c) 
Figura 2.4. Energy Harvesting piezoeléctrico excitado por el movimiento de la suspensión 
de un vehículo. (a) Diagrama esquemático; (b) Partes del prototipo en escala 1/10; (c) 
Montaje experimental del prototipo PESHA. Adaptado de [17] 
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Como éste, muchos otros dispositivos han sido diseñados, como el prototipo propuesto 
por Feenstra, Granstrom y Sodano [18], el cual es una novedosa mochila Energy 
Harvesting, la cual puede generar energía eléctrica a partir de las fuerzas diferenciales 
entre el portador y el morral, al excitar varias cerámicas piezoeléctricas apiladas (Stack), 
mediante un mecanismo flexible, tal como aparece en la Figura 2.5 
 
 
 
Figura 2.5. Mochila Energy Harvesting. Adaptada de [18] 
 
El mecanismo flexible aprovecha la tensión que se produce en las tirantes o correas, la 
cual provoca un desplazamiento en éste, que a su vez genera una tracción en las 
cerámicas, deformándolas y haciendo que generen una diferencia de potencial. Es de 
resaltar la similitud entre el mecanismo flexible presentado anteriormente y el diseñado 
mediante el Método de Optimización Topológica por Silva, Nader, Shirahige y Adamowski 
[19], aunque su funcionamiento es inverso, ya que mientras el primero asemeja su 
comportamiento a un sensor, el segundo lo hace de forma similar a un actuador. Así 
pues, el punto donde se aplica la carga en el primero corresponde al punto de máximo 
desplazamiento en el segundo y viceversa (Ver Figura 2.6).  
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Figura 2.6. Actuadores flextensionales piezoeléctricos. Adaptado de [19]   
 
Independientemente de la clasificación a la cual pertenezcan los Energy Harvesting, la 
gama de aplicaciones que éstos pueden llegar a tener abarcan incontables posibilidades. 
En el campo de la medicina, por ejemplo, algunos investigadores se han ocupado del 
tema con la finalidad de proveer de energía eléctrica ciertos implantes que la necesitan 
para su funcionamiento; muchos de éstos por su tamaño y, gracias a los desarrollos 
tecnológicos y científicos, han podido ser introducidos en el cuerpo humano, haciendo 
indispensable el uso de baterías, cuya vida útil es limitada y donde su cambio o su recarga 
requiere de un gran costo, que no sólo es significativo monetariamente, sino que además 
representa una dificultad y un riesgo, asociado a la cirugía, a la cual deben ser sometidos 
los pacientes. La Figura 2.7 presenta un prototipo de Energy Harvesting como una 
alternativa adecuada capaz de transformar y almacenar energía eléctrica que podría ser 
utilizada para el funcionamiento de un marcapasos, este dispositivo, con un tamaño de 
0.30 cm2, es conformado por dos capas de material piezoeléctrico PVDF, embebidas en 
una silicona biocompatible, que recubre una arteria y que convierte la presión sanguínea 
en potencia eléctrica a través de las pulsaciones, de acuerdo a las fases del ciclo cardiaco 
(diástole y sístole), con el que se logran picos de potencia de 60nW [20]. 
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Figura 2.7. Prototipo de Energy Harvesting piezoeléctrico en una arteria. Adaptado de 
[20] 
 
Un prototipo con similares características, pensado de acuerdo a la demanda de potencia 
eléctrica que requiere algunos de los implantes médicos que aparecen en la Tabla 2.1, fue 
diseñado y construido también para recolectar energía a partir del ciclo cardiaco, 
aprovechando la expansión y contracción arterial. Este dispositivo que aparece en la 
Figura 2.8, emplea un mecanismo de transducción electromagnético donde la arteria es 
insertada dentro de una bobina flexible que permite la deformación libre en un campo 
magnético externo, paralelo al eje de la arteria, que es proporcionado por dos imanes de 
anillo. Durante la fase sistólica la bobina se expande debido a la deformación de la 
arteria, induciendo así un campo eléctrico, esta deformación en la bobina es posible 
gracias a la disponibilidad de cables elásticos con una alta conductividad. Para el 
experimento con una arteria de cerdo, este dispositivo generó una potencia promedio de 
42 nW; sin embargo, se alcanzaron picos de potencia de hasta 2.38 µW. 
 
Tabla 2.1. Demanda de potencia eléctrica de algunos implantes médicos [21]. 
Implante médico Consumo de potencia típico 
Marcapasos, desfibrilador cardiaco 10 µW 
Audífonos 100 – 2000 µW 
Grabadora neuronal 1 – 10 mW 
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(a) (b) 
Figura 2.8. Prototipo de Energy Harvesting electromagnético en una arteria. (a) Partes del 
prototipo; (b) Prototipo ensamblado. Adaptado de [21] 
 
Los Energy Harvesting usados en aplicaciones médicas, no sólo se han planteado como 
fuentes de potencia para la alimentación de implantes, sino que además de esto se han 
pensado, diseñado y construido con el fin de abastecer de potencia eléctrica sistemas 
que se encargan de revisar el estado, el entorno y el desempeño de las prótesis. Algunas 
de las variables que monitorean los sistemas que se presentarán a continuación son por 
ejemplo: cargas que soportan las prótesis o fallas que se puedan presentar, como 
aflojamiento, el cual tiene un impacto significativo, ya que este problema impide su 
correcto funcionamiento y puede causar dolor o malestar en los pacientes que la portan; 
esto, según la revisión bibliográfica realizada en el artículo “Instrumented hip implants: 
Electric supply systems” [22], conlleva a un aumento en la cantidad de consultas para 
conocer el estado en que se encuentran, lo que sumado a la cantidad total de 
articulaciones implantadas por año y el incremento que se tiene previsto, a futuro traería 
grandes complicaciones en lo que respecta a su revisión, de ahí la importancia de su 
monitoreo. En la Figura 2.9 se muestra algunos prototipos que buscan suplir esta 
necesidad; específicamente, la Figura 2.9a presenta una prótesis de cadera, en la cual se 
utiliza el principio de los Energy Harvesting de una manera híbrida, implementando en 
esta prótesis tres tipos de colectores de energía [23]. El primero se encuentra en lo que 
sería la cabeza femoral, donde con doce imanes permanentes distribuidos en bloques de 
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seis, se genera un campo magnético que induce una corriente eléctrica en la bobina que 
se encuentra en el centro de la cabeza de bola modular, lo cual se convierte en un Energy 
Harvesting electromagnético basado en la rotación que se genera en la flexión y 
extensión de la articulación durante el ciclo de la marcha. El otro Energy Harvesting 
electromagnético, pero que aprovecha el movimiento de translación, se encuentra 
incorporado en el componente femoral y usa básicamente el mismo principio explicado 
anteriormente. Por último, el colector piezoeléctrico, que también se ubica en la cabeza 
femoral, justo debajo de la bobina del transductor rotacional, toma la energía que le 
transmiten las cargas que soporta la articulación de la cadera, convirtiéndolas en energía 
eléctrica. 
La Figura 2.9b, por su parte, exhibe el diseño de un generador electromecánico para un 
implante total de rodilla, éste busca generar una corriente eléctrica para la alimentación 
de un sistema de monitoreo de la misma, basándose en la inducción de corriente en dos 
bobinas ubicadas entre los cóndilos, en una protuberancia de la placa tibial a la cual se le 
hacen dos orificios, cuyos ejes se encuentran paralelos al eje magnético y donde este 
campo magnético es generado por una serie de imanes dispuestos en la superficie de 
titanio de cada cóndilo [23]. 
 
 
 
(a) (b) 
Figura 2.9. Energy Harvesting utilizadas en prótesis. (a) Energy Harvesting híbrido 
en una prótesis de cadera. Tomado de [24]; (b) Energy Harvesting en una prótesis 
de rodilla. Tomado de [23] 
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Como se ha venido mostrando en el transcurso de este capítulo, es enorme la gama de 
posibles aplicaciones en que los Energy Harvesting pueden ser utilizados. A seguir se 
presenta la propuesta de Pirisi et al [25] para ciudades inteligentes, la cual va desde el 
diseño y la simulación, hasta la construcción de un dispositivo electromagnético para la 
transformación de la energía mecánica en energía eléctrica y cuyo foco principal se 
encuentra en el aprovechamiento de las fuentes pertenecientes al ambiente urbano; en 
particular, al tráfico de vehículos, ya que es uno de los más caros en términos energéticos 
y presenta grandes pérdidas ligadas a su funcionamiento, donde sólo el 30% del potencial 
del combustible es usado para transferirle energía cinética al vehículo y gran parte de 
ésta es disipada en la fase de desaceleración por el frenado y por los gases emitidos. El 
dispositivo propuesto, llamado Powerbumps, es un Energy Harvesting innovador que 
tiene la finalidad de servir como reductor de velocidad en los corredores viales, 
convirtiendo la energía cinética que pierden los automóviles al momento de la 
desaceleración, en electricidad, y el cual por sus características es sugerido para la 
implementación en las ciudades, no de manera aleatoria, sino en lugares específicos 
como: cruces de vías, pasos peatonales, etc. La Figura 2.10a muestra el prototipo 
Powerbumps diseñado de manera óptima mediante algoritmos evolutivos, construido 
con imanes permanentes tubulares y tres ranuras bobinadas, mientras la Figura 2.10b 
presenta el prototipo ensamblado y listo para la prueba experimental, donde se logró 
generar más de 90VRMS. 
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(a) (b) 
Figura 2.10. Prototipo Powerbumps para ciudades inteligentes. Adaptado de [25][26].     
(a) Prototipo experimental; (b) Prueba experimental 
 
Hasta ahora sólo se ha mostrado diferentes aplicaciones de Energy Harvesting haciendo 
hincapié en los dispositivos utilizados en la medicina; éstos, junto con los demás 
prototipos presentados en el texto, podrían ser clasificados en la Figura 2.1 como 
mecánicos, aunque en la literatura se puede encontrar un sinfín de trabajos desarrollados 
alrededor de este tópico en cada una de las clasificaciones. Para ilustrar esta última 
afirmación se puede observar el prototipo termoeléctrico subterráneo diseñado por 
Whalen y Dykhuizen [27] (Figura 2.11a), que genera energía eléctrica a partir del calor 
que recibe la tierra del sol durante el día, o el sistema de sensor inalámbrico de energía 
autónoma probado en aviones (Figura 2.11b), el cual genera energía eléctrica a través de 
los cambios térmicos que se presentan al exterior del avión, que oscilan en un rango de 
+20.4oC y -21.8 oC para un vuelo corto que se compone del despegue y el ascenso (14 
minutos), seguido del vuelo de crucero (30 minutos) y su posterior aterrizaje y tiempo en 
tierra (30 minutos) [28]. En especial, la utilización de los Energy Harvesting para la 
alimentación de sensores individuales o redes de sensores inalámbricos ha sido una de 
las más desarrolladas y en la cual se han implementado mayoritariamente estos 
dispositivos, debido a los bajos requerimientos de potencia.  
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(a) 
 
(b) 
Figura 2.11. Energy Harvesting termoeléctricos. (a) Prototipo de placa termoeléctrica. 
Tomada de [27]. (b) Sensor inalámbrico de energía autónoma. Tomada de [28] 
 
Si bien los sistemas presentados hasta ahora, sumados a las comúnmente utilizadas 
celdas solares, dan un ejemplo de parte de la gran gama de los Energy Harvesting 
existentes mostrados en la Figura 2.1, éstos y sus aplicaciones no son el foco del trabajo 
que se plasma en este documento, ya que el interés principal se halla en los Energy 
Harvesting mecánicos; particularmente, en los que se valen de las actividades humanas 
para la generación de energía, es por tanto que en la siguiente sección se hará mayor 
énfasis en el tema esencial de esta investigación. 
 
2.4. APLICACIONES DE ENERGY HARVESTING EN ZAPATOS 
 
Como se mencionó en la sección 2.1, existe la necesidad de fuentes alternativas de 
potencia a causa de los problemas de disponibilidad energética para la recarga de 
dispositivos electrónicos portátiles debido a la proliferación de éstos para usos que van 
desde herramientas de trabajo y entretenimiento, hasta instrumentos médicos para 
monitorear y salvar vidas [1]. En esta tarea se ha ido reconociendo gradualmente que el 
cuerpo humano es altamente flexible para la generación de potencia útil. La disipación de 
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calor, la rotación de articulaciones, el peso corporal, el desplazamiento vertical de 
centros de masa e inclusive, las deformaciones elásticas de los tejidos que éste posee, al 
combinarse con las actividades cotidianas o fenómenos metabólicos, ha abierto una gran 
posibilidad a los Energy Harvesting como fuente de potencia móvil, inclusive para 
implantes médicos que necesitan energía eléctrica para su funcionamiento, ya que éstos 
podrían tener autonomía más cantidad de años al ser recargados permanentemente [1].   
Autores como Starner y Paradiso en el capítulo Human Generated Power for Mobile 
Electronics perteneciente al libro Low-Power Electronics Design [10], se concentraron en 
el estudio de la recuperación de la energía que consume el cuerpo humano cuando lleva 
a cabo alguna actividad física, con el fin de usar ésta para el abastecimiento de 
dispositivos electrónicos portátiles. La Tabla 2.2 hace un inventario de la cantidad de 
energía en Kilocalorias/hora y su correspondencia en vatios, los cuales son consumidos 
cuando se cumplen diferentes tareas. Dicha tabla fue construida con base en el estudio 
realizado por D. Morton en colaboración de D. Fuller llamado Human locomotion and 
body form a study of gravity and man [29]. 
 
Tabla 2.2. Energía humana consumida en diferentes actividades. Adaptado de [10] 
Actividad Kilocal/hr Vatios 
Dormir 70 81 
Estar quieto 80 93 
Estar sentado 100 116 
Estar de píes cómodamente 110 128 
Hablar 110 128 
Comer 110 128 
Dar un paseo 140 163 
Conducir 140 163 
Tocar violín o piano 140 163 
Hacer aseo 150 175 
Trabajar en carpintería 230 268 
Realizar senderismo 4mph 350 407 
Practicar natación 500 582 
Practicar montañismo 600 698 
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Actividad Kilocal/hr Vatios 
Correr 900 1048 
Hacer un sprint 1400 1630 
 
Como complemento a la tabla anterior, la Figura 2.12 muestra la cantidad de energía 
eléctrica que consume el cuerpo en partes específicas (valor dentro del paréntesis) y la 
cantidad que puede ser recuperada para nuevos usos, tales como recarga de dispositivos 
móviles.  
 
 
Figura 2.12. Energía consumida en actividades que realizan algunas partes del cuerpo y 
cantidad que se puede recuperar. Tomado de [10] 
 
Como se puede observar, la mayor cantidad de energía que puede ser recuperada se 
encuentra en las pisadas, entre 5 y 8.3 W de los 67 W que son consumidos en esta 
actividad. La cantidad de energía que se consume, por ejemplo, en el caso de las pisadas, 
es calculada para un hombre de 68 Kg de peso, caminando a una velocidad de 3.5 millas 
por hora ó 2 pasos por segundo, para éste se estima la energía que puede ser generada 
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por la caída del talón a una altura de 5 cm (distancia vertical aproximada del 
desplazamiento del talón en la marcha humana [30]). De esta manera la energía 
disponible sería la siguiente [10]: 
 
       (   
 
  
)        ( 
     
 
)      
 
 Con base en estudios de esta naturaleza, diversos investigadores se han interesado en el 
diseño de sistemas capaces de aprovechar la energía que puede ser generada con la 
propia locomoción del cuerpo; ejemplo de esto es la construcción de zapatos adaptados 
con dispositivos piezoeléctricos, electromagnéticos y otros para la generación de energía 
[5]. La Gráfica 2.3 muestra la evolución científica de esta temática con base en la revisión 
bibliográfica realizada mediante la herramienta Scopus, en la que se buscaron las 
publicaciones relacionadas de acuerdo a la fórmula “Energy Harvestign AND Shoes”  
 
 
Gráfica 2.3. Cantidad de publicaciones sobre Energy Harvesting AND Shoes. 
 
Como se puede notar, de acuerdo a la revisión bibliográfica, la temática de los Energy 
Harvesting en aplicaciones en el calzado, por lo menos en publicaciones de conferencias, 
artículos científicos y libros, se remonta al año 2001, aunque la extracción de potencia 
eléctrica con dispositivos diseñados para ser instalados en los zapatos ha tenido un 
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legado más antiguo tal como lo muestra la Figura 2.13 en la cual se exhibe una serie de 
prototipos tomados de la librería de patentes de Estados Unidos y publicados por 
Paradiso en el año 2006 [31], donde se aprecia algunos desarrollos basados 
principalmente en generadores magnéticos rotatorios, activados hidráulicamente o por 
engranajes. El prototipo inventado por Barbieri [32], que aparece en la Figura 2.13a, es 
un generador electromagnético rotatorio dispuesto en la parte del talón, que mediante la 
fase de apoyo y oscilación excita un resorte que transmite su energía mecánica a un 
arreglo de piñones, convirtiendo el movimiento lineal en un movimiento circular que el 
generador transforma en energía eléctrica para encender una lámpara. La Figura 2.13b 
muestra la patente de Lakic [33], que aunque con el mismo principio 
(electromagnetismo), pero con un diseño diferente, genera energía eléctrica para 
calentar una resistencia eléctrica, lo cual fue utilizado para mantener una temperatura 
confortable en los pies en épocas de invierno. Con este mismo propósito, años más tarde, 
el mismo Lakic [34] desarrolló la patente de la Figura 2.13c, que además de calentar, 
poseía un sistema de control de presión y circulación del aire a través del zapato. Chen 
[35] por su parte, con su zapato dinamoeléctrico presentado en la Figura 2.13d, también 
logró, a través de la trasmisión de la energía de cada pisada a una serie de engranajes, 
generar energía eléctrica, incrementando la velocidad de giro del rotor de un alternador, 
al convertir el movimiento lineal en rotatorio. Por último, Landry [36], propuso un zapato 
generador de energía dinamoeléctrico (ver Figura 2.13e), que obtenía el movimiento del 
rotor, ubicado en la capa superior de la suela, a través del movimiento de una turbina, 
ubicada en la capa inferior, donde dicho movimiento era generado por el flujo de un 
líquido confinado en dos cámaras ubicadas en el talón y el antepié, las cuales al ser 
presionadas durante el movimiento de la marcha, hacían circular el líquido de una 
cámara a otra, haciendo girar constantemente la turbina, ubicada en el arco plantar 
interno. 
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(a) (b) (c) (d) (e) 
Figura 2.13. Zapatos generadores tomados de la librería de patentes de Estados Unidos. 
Adaptado de [31]. (a) Generador electromagnético en el talón [32]; (b) Calefacción en los 
zapatos mediante electromagnetismo [33]; (c) Calefacción en los zapatos mediante 
electromagnetismo con sistema de control y circulación de aire [34]; (d) Generador 
electromagnético excitado por pisadas [35]; (e) Generador electromagnético mediante 
una turbina por flujo de un líquido [36]. 
 
En la Figura 2.14 se exhibe otros dispositivos electromagnéticos [10][37], con los cuales al 
caminar se transmite el movimiento a un arreglo de piñones o engranajes que a su vez lo 
hace a unos pequeños generadores que inducen una corriente eléctrica, de manera 
similar y usando el mismo principio de algunos de los prototipos descritos anteriormente.  
 
 
 
Figura 2.14. Colectores de energía inductivos. 
Tomado de [10] 
 
Además de éste, otros colectores inductivos o electromagnéticos se han diseñado, 
específicamente, para transformar energía mecánica en energía eléctrica a partir de las 
pisadas o del gesto de la marcha humana en los miembros inferiores, ejemplo de esto 
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son los prototipos diseñados por Duffy y Carroll [38]. El primero de ellos consiste en un 
generador lineal pensado para el equipamiento en el calzado, que se vale de la velocidad 
lineal del pié para inducir una corriente eléctrica en las bobinas del estator, mientras el 
segundo, en vez de transformar energía mediante la velocidad del pié, lo hace a partir de 
las pisadas. En este caso el generador consiste en dos imanes, uno de éstos fijo dentro de 
la suela del zapato, y el otro libre con el fin de realizar un movimiento vertical y dispuesto 
en forma paralela al anterior, orientando sus polos de tal forma que se repelan y que con 
las pisadas generen un campo magnético variable que pueda inducir una corriente 
eléctrica en la bobina que se encuentra entre los dos. La Figura 2.15 muestra ambos 
prototipos. 
 
 
(a) 
 
(b) 
Figura 2.15. Prototipos electromagnéticos. (a) Generador lineal; (b) Generador de 
oposición magnética. Adaptado de [38] 
 
Cuatro años después de la aparición estos dos prototipos, es publicado un estudio en el 
que se diseña uno similar al mostrado en la Figura 2.15a, el cual posee el mismo sistema 
de funcionamiento y con el que se alcanzó un voltaje de 22,5mV en sus pruebas [39]. En 
la Figura 2.16 se puede observar dicho prototipo y cada una de sus partes como lo son las 
bobinas del estator, los imanes permanentes, entre otros. 
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(a) 
 
(b) 
 
(c) 
Figura 2.16. Generador lineal. (a) Bobinas del estator; (b) Ensamble de imanes; (c)  Partes 
del prototipo. Adaptado de [39] 
 
Entre otros tipos de Energy Harvesting construidos para aplicaciones en zapatos se puede 
resaltar los generadores electrostáticos basados en la compresión de elastómeros 
dieléctricos como los que se muestran en la Figura 2.17. Este tipo de materiales pueden 
ser construidos a partir de una gran variedad de materias primas, siendo las más 
comunes acrílicos y siliconas, debido a su alta permitividad eléctrica y elasticidad, además 
de sus relativamente bajas perdidas mecánicas y eléctricas, lo cual hace que puedan 
almacenar gran cantidad de energía [40]. 
 
 
Figura 2.17. Generador electrostático basado en la compresión de elastómeros 
dieléctricos. Tomado de [10] 
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También es pertinente mencionar algunos desarrollos recientes y poco convencionales de 
Energy Harvesting, como el que usa la electrohumectación invertida [41], donde un 
líquido conductivo y polarizado es confinado entre dos placas metálicas conductoras (ver 
Figura 2.18a), el cual al ser presionado, polariza los electrodos, generando así una 
diferencia de potencial. Adicionalmente el uso de  nanogeneradores triboeléctricos  para 
la obtención de energía eléctrica [42], en donde se aprovecha los constantes impactos del 
pié con el suelo para hacer que dos materiales entren en contacto y se genere fricción, 
lucrándose así del efecto triboeléctrico para la obtención de energía (ver Figura 2.18b). Se 
debe aclarar que estos sistemas poseen dos modos de operación básica, el primero es 
mediante el contacto y el segundo por fricción [43]. 
 
 
(a) 
 
 
(b) 
Figura 2.18. Energy Harvesting poco convencionales. (a) A partir de la 
electrohumectación invertida. Adaptada de [41]; (b) A partir del efecto triboeléctrico. 
Adaptada de [42]. 
 
En particular, los nanogeneradores triboeléctricos o TENG por sus siglas en inglés, fueron 
inventados en el 2012 como alternativa para la generación de energía eléctrica con un 
alto desempeño y una reducción de tamaño y costo. El prototipo que se muestra en la 
Figura 2.19 es un TENG multicapa (compuesto de tres capas) construido en un único 
sustrato flexible en forma de zigzag, éste bajo la presión ejercida por el cuerpo humano 
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podría generar un voltaje máximo en circuito abierto de 220V y una corriente en corto 
circuito de 600µA [43]. 
 
 
 
Figura 2.19. Nanogenerador triboeléctrico TENG. Adaptado de [43] 
 
 Además de todos los colectores de energía mencionados anteriormente, unos de los más 
comunes para este tipo de aplicaciones son los piezoeléctricos. Con esta clase de 
materiales se han desarrollado diseños que generan energía eléctrica a partir de su 
deformación, la cual se puede lograr de diversas formas, una de éstas es presentada por 
Li, He y Yu [44], donde a través de una viga en voladizo, estudia la geometría de la masa 
que hace vibrar el mecanismo para aumentar el voltaje generado. La Figura 2.20 muestra 
el dispositivo que excitado por una persona caminando a una velocidad de 3 mph, genera 
49µW de potencia, asociada a una resistencia de carga de 40 KΩ. 
 
 
Figura 2.20. Energy Harvesting viga en voladizo piezoeléctrica. Adaptado de [44] 
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Otra de las múltiples maneras de excitar este material, el cual por su forma física es 
perfilado como una alternativa apropiada para la recuperación de energía al caminar, es 
la que se muestra en la Figura 2.21a donde se observa dos piezoeléctricos PVDF 
(polifluoruro de vinilideno o fluoruro de polivilideno) adaptados en la suela de un zapato 
en los puntos de mayor y más variable presión. La Figura 2.21b expone dos 
configuraciones: el PZT dimorph situado en la parte del talón, el cual consiste en la unión 
de dos PZT unimorph encima y debajo de un metal y el PVDF que se encuentra en la parte 
anterior del pié. Por último, la Figura 2.21c muestran el transductor piezoeléctrico cymbal  
el cual está compuesto por un disco de cerámica piezoeléctrica PZT dispuesto en forma 
de sándwich entre dos domos metálicos. Estos tipos de Energy Harvesting son 
aproximaciones pensadas para aumentar su desempeño en la recolección de energía 
eléctrica, en especial el PZT cymbal, con el cual se recupera un porcentaje mayor de la 
energía mecánica aplicada al piezoeléctrico, ya que al modificar la configuración en sus 
extremos se logra distribuir uniformemente la fuerza aplicada en el material, soportando 
mayor carga y altas frecuencias de carga en la estructura, lo cual permite convertir un 
mayor porcentaje de la energía mecánica en energía eléctrica [2].  
 
 
 
(a) 
 
(b) 
 
(c) 
Figura 2.21. Ejemplo del diseño de un Energy Harvesting para la adaptación en zapatos:  
(a)  Piezoeléctrico adaptado a la suela del zapato [9]; 
(b) Piezoeléctrico acoplado a un zapato [7]; (c) Piezoeléctrico cymbal [2] 
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Con base en la configuración mostrada en la Figura 2.21c, nace el interrogante que 
plantea la presente investigación, en el cual se concibe la idea de que dicha configuración 
podría ser modificada, rediseñando los domos metálicos mediante técnicas de 
optimización, como el Método de Optimización Topológica (MOT) y usando cualquier tipo 
de geometría de un PZT comercial. En ese sentido, se lograría mejorar la cantidad de 
energía recuperada o recolectada por el Energy Harvesting con el propósito de aumentar 
su desempeño. 
 
  
 
CAPÍTULO 3: Piezoelectricidad 
3.1. LA PIEZOELECTRICIDAD 
 
La palabra piezo se deriva del griego piezein que significa presionar [45].  La historia del 
desarrollo de la piezoelectricidad suma más de 130 años y desde su descubrimiento el 
interés por este fenómeno creció rápidamente, convirtiéndose en el último cuarto del 
siglo XIX un nuevo campo de investigación [45] [46]. En 1880, los hermanos franceses 
Pierre y Jacques Curie descubrieron que algunos materiales como el cuarzo, la turmalina, 
la blenda o esfalerita y el topacio entre otros, sometidos a presiones o esfuerzos 
mecánicos eran acompañados por una macroscópica polarización y por lo tanto 
desarrollaban superficies cargadas eléctricamente. Subsecuentemente, este efecto fue 
llamado efecto piezo, a la electricidad producida se le dio el nombre de piezoelectricidad 
y a los materiales en los cuales se presentaba el fenómeno se les denominaron 
piezoeléctricos [45][46][47][6]. Un año después del descubrimiento hecho por los 
hermanos Curie, el físico Gabriel Lippmann partiendo de consideraciones 
termodinámicas, predijo el efecto contrario en éstos: un piezoeléctrico sometido a una 
carga eléctrica podría generar deformaciones mecánicas en el material, lo cual fue 
probado experimentalmente por los hermanos franceses y a este fenómenos se le llamó 
efecto piezo inverso [45][46][48]. 
La primera aplicación práctica usando piezoeléctricos apareció en 1917 cuando el 
matemático y físico francés Paul Langevin propuso el uso del eco ultrasónico para el 
desarrollo de un dispositivo que detectara objetos bajo el agua (Hidrófono), éste fue 
construido con una placa de cuarzo puesta entre dos láminas de acero, el cual emitía y 
recibía ondas de baja frecuencia (KHz). La evolución de dicho dispositivo obligó su 
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inclusión y uso generalizado en submarinos, por lo que fue inminente la invención de 
nuevos sistemas que se valían del efecto piezoeléctrico para su funcionamiento, ejemplo 
de esto son los micrófonos, los audífonos, los dispositivos para la grabación de sonido y 
para la medida de vibraciones, fuerzas y aceleraciones [46]. 
En 1944 en el Lebedev Physical Institute perteneciente a la USSR (Union of Soviet Socialist 
Republics), los investigadores B. M. Wool y I.P. Goldman avanzaron en el desarrollo de 
piezoeléctricos sintéticos, desenvolviendo así el primer método de sinterización de una 
piezocerámica o cerámica piezoeléctrica de titanato de bario (BaTiO3). Más tarde, en 
Estados Unidos, se continuó por esta misma línea desarrollando la piezocerámica de 
titanato circonato de plomo más conocida como PZT por sus siglas en inglés [46]. A partir 
de estas invenciones se continuó con la investigación y en 1969 Kawai descubre un fuerte 
efecto piezoeléctrico en el polímero polifluoruro de vinilideno o fluoruro de polivilideno 
(PVDF) lo que llevó a muchos otros desarrollos aprovechando la flexibilidad del material. 
Hoy en día los desarrollos con piezoeléctricos incluyen materiales inteligentes para el 
control de vibraciones, aplicaciones aeronáuticas y aeroespaciales de superficies y 
estructuras flexibles, sensores robóticos y novedosos prototipos de Energy Harvesting 
entre muchas otras más. 
 
3.2. MATERIALES PIEZOELÉCTRICOS 
 
Como se mencionó en la sección 3.1, los materiales piezoeléctricos tienen la propiedad 
de presentar una polarización eléctrica al generarle una deformación mecánica y 
viceversa, es decir, generan una deformación mecánica al aplicarle una carga eléctrica 
[49][50]. El primer comportamiento se conoce como efecto directo, en el cual el material 
piezoeléctrico actúa como sensor; mientras el segundo es llamado efecto inverso y en 
este caso el material piezoeléctrico tiene el comportamiento de un actuador [15]. La 
Figura 3.1 muestra la representación de ambos efectos, los cuales son una característica 
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que poseen todos los cristales ferroeléctricos, esta propiedad (ferroelectricidad) es una 
denominación histórica que nace por la similitud y a partir de la analogía con el 
fenómeno ferromagnético, dicha similitud es principalmente fenomenológica; es decir, 
tal como los materiales ferromagnéticos muestran una magnetización espontánea y un 
efecto de histéresis en la relación entre la magnetización y el campo magnético, los 
cristales ferroeléctricos también presentan una polarización eléctrica espontánea y un 
efecto de histéresis entre el desplazamiento dieléctrico y el campo eléctrico. Este 
comportamiento se presenta principalmente en temperaturas inferiores a la temperatura 
de Curie1, ya que a temperaturas mayores el material pierde las propiedades 
piezoeléctricas y muestra un comportamiento dieléctrico normal [45][49]. 
 
 
Figura 3.1. Efecto piezoeléctrico directo e inverso. Adaptado de [15] 
 
Una cerámica piezoeléctrica es una masa de cristales de perovskita. Cada cristal se 
compone por un pequeño ion de metal tetravalente dispuesto dentro de una cuadrícula 
de un gran ion de metal divalente y oxígeno tal como se ve en la Figura 3.2. Para la 
preparación de una cerámica piezoeléctrica, polvos muy finos de óxidos metálicos son 
mezclados en proporciones específicas, posteriormente estos polvos son mezclados con 
                                               
 
1
 La temperatura de Curie Tc para los cristales piezoeléctricos, es la temperatura a la cual éstos 
cambian de un estado polarizado a baja temperatura a un estado no polarizado a temperatura 
alta, destruyendo el efecto ferroeléctrico debido a la agitación térmica [51] 
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un aglutinante orgánico y el resultado de dicha mezcla es dispuesto en formas específicas 
(discos, barras, placas, etc), las cuales son sometidas a altas temperaturas durante un 
tiempo determinado. Como resultado de este proceso, las partículas de polvo sinterizado 
y el material, forman una estructura cristalina muy densa que a continuación es enfriada 
y de ser necesario cortada, finalmente los electrodos son aplicados en las superficies 
adecuadas de la estructura [52]. 
 
Por encima de la temperatura crítica, también conocida como la temperatura de Curie, 
cada cristal de perovskita en el elemento cerámico previamente calentado, exhibe una 
simetría cúbica simple sin momento dipolar, tal como se ve en la Figura 3.2; sin embargo, 
a temperaturas inferiores de la temperatura de Curie cada cristal tiene simetría 
tetragonal, y asociado con esto, un momento dipolar[52]. 
 
 
Figura 3.2. Estructura cristalina de una cerámica piezoeléctrica antes y después de ser 
polarizada (Pb: Plomo, O2: Oxígeno, Ti: Titanio, Zr: Circonio). Adaptado de [52] 
 
Dipolos adyacentes forman regiones de alineamiento local llamadas dominio, esta 
alineación da un momento dipolar neto para el dominio y de esta manera una 
polarización neta. Como se muestra en la Figura 3.3a, la dirección de polarización entre 
los dominios vecinos es aleatoria, en consecuencia la cerámica no se encuentra 
polarizada. Al ser expuesta dicha cerámica a un fuerte campo eléctrico DC, usualmente a 
una temperatura que se encuentra ligeramente por debajo de la temperatura de Curie, 
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los dominios que posee son alineados (Figura 3.3b), lo cual se conoce como proceso de 
polarización. Después de este tratamiento, los dominios que mejor alineados quedaron, 
debido al campo eléctrico al que se sometieron, se expanden a costa de los dominios que 
no se alinearon, por tanto el elemento cerámico se expande en la dirección del campo. 
Cuando dicho campo eléctrico es retirado, la mayor parte de los dipolos permanecen en 
una configuración de alineamiento tal como se observa en la Figura 3.3c. De esta manera, 
la cerámica piezoeléctrica queda con una polarización y elongación permanente, sin 
embargo esta elongación no es muy alta (por lo general oscila en el rango de los 
micrómetros) [52].  
 
 
Figura 3.3. Proceso de polarización: (a) Antes de la polarización los dominios polares se 
encuentran orientados aleatoriamente. (b) Un gran campo eléctrico DC es aplicado para 
la polarización. (c) Al quitar el campo eléctrico aplicado la polarización remanente 
permanece. Adaptado de [52]  
 
Las propiedades de una piezocerámica polarizada, tanto para el efecto directo (sensor) 
como para el inverso (actuador), son analizadas en la Figura 3.4. Para el efecto inverso, 
cuando se le aplica un campo eléctrico en la dirección opuesta a la de polarización, la 
cerámica sufre una contracción en la dirección de polarización, disminuyendo así el 
tamaño de su diámetro (Figura 3.4b). Cuando el campo eléctrico es aplicado en el mismo 
sentido que el de polarización, la cerámica se expande en dirección perpendicular a la 
dirección de polarización, aumentando su diámetro (Figura 3.4c). En cuanto al efecto 
directo, cuando se aplica una fuerza que comprime la piezocerámica en la dirección de 
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polarización o se ejerce una tracción perpendicular a la misma, ésta genera una 
diferencia de potencial con la misma polaridad con la que fue polarizada (Figura 3.4d), 
mientras que si una tracción mecánica es aplicada en la dirección de polarización o una 
compresión es aplicada perpendicularmente a la dirección de polarización, éstas 
generarán un voltaje con la polaridad opuesta a la de polarización [52]. 
 
 
Figura 3.4. Comportamiento de un material piezoeléctrico en aplicación como sensor o 
actuador. (a) Dirección de polarización. (b) Campo eléctrico aplicado con la misma 
polaridad que el de polarización. (c) Campo eléctrico aplicado con la polaridad opuesta al 
de polarización. (d) Compresión aplicada en la dirección de polarización. (e) Tracción 
aplicada en la dirección de polarización. Adaptado de [45] 
 
3.3. TIPOS DE MATERIALES PIEZOELÉCTRICOS 
 
Desde el descubrimiento del efecto piezoeléctrico y de los materiales que producían este 
fenómeno en 1880, se ha venido desarrollando esta área de investigación logrando 
avances significativos. La Gráfica 3.1 muestra la evolución que ha tenido las publicaciones 
relacionadas con piezoeléctricos entre el año 1951 y 2014 en libros, artículos, 
conferencias, etc. Esta búsqueda fue realizada usando la herramienta bibliográfica 
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Scopus, en la que además de obtener la cantidad de publicaciones (85544 en total), 
también se pudo identificar que las áreas en las que más se ha trabajado el tema son: 
ingeniería (36.3%), física – astronomía (25.6%) y ciencia de los materiales (18.2%), y que 
los países en los que más se ha investigado son: Estados Unidos con 19553 publicaciones, 
China con 15618, Japón con 8347, Alemania con 4544 y Francia con 3799; ubicando a 
Colombia en el puesto 63 con 42 publicaciones. 
 
 
Gráfica 3.1. Evolución de las publicaciones sobre piezoeléctricos.  
 
Este tipo de investigaciones ha llevado a desarrollar la temática de los piezoeléctricos, 
descubriendo nuevos materiales y usando compuestos alternativos que presentan 
propiedades similares. Dichos avances, además de procurar mejoras de desempeño, 
también se han dado entre muchas otras razones por motivos ambientales, porque, 
aunque por más de 50 años los piezoeléctricos, en particular el PZT y las composiciones 
de perovskita basados en plomo, han sido el pilar de una amplia gama de aplicaciones 
tales como: actuadores, sensores y transductores de ultrasonido debido al alto 
desempeño de sus propiedades piezoeléctricas y electromecánicas, en los últimos años 
las investigaciones se han ido centrando en el desarrollo de piezoeléctricos libres de 
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plomo con propiedades equiparables a las del PZT. Lo anterior debido a regulaciones 
ambientales como la legislación en materia de equipamiento aplicada en la Unión 
Europea en el proyecto de directrices sobre residuos de aparatos eléctricos y electrónicos 
(WEEE por sus siglas en inglés Waste from Electrical and Electronic Equipament), 
restricción de sustancias peligrosas (RoHS por sus siglas Restriction of Hazardous 
Substances) y de vehículos fuera de uso (ELV por sus siglas End-of-Life Vehicles), lo cual en 
un futuro cercano podría ser implementado en Japón y Estados Unidos [53]. Entre los 
materiales piezoeléctricos más comunes se encuentran los cerámicos, los poliméricos y 
los piezo compuestos [54], a continuación se hará una breve descripción del 
funcionamiento de estos dos últimos, tomando como ejemplo marcas comerciales.  
Los materiales piezo compuestos como su propio nombre lo indica, son materiales 
formados por dos fases, una activa y una pasiva; donde la activa es una cerámica 
piezoeléctrica mientras la pasiva puede ser un polímero o un vidrio, permitiendo así 
diseñar nuevos piezoeléctricos que ofrecen ventajas en cuanto a flexibilidad sobre los 
convencionales [54]. En los piezo compuestos se define el concepto de conectividad que 
es la continuidad de cada una de las dos fases con el medio exterior; así, si la conexión se 
produce en una, dos o en las tres direcciones del espacio, se tendrá las continuidades 1, 2 
y 3 respectivamente; de esta manera, la denominación (0 - 3) significa que una de las 
fases, normalmente la activa, no tiene conexión con el exterior (0) y la otra está 
conectada tridimensionalmente (3).  
Los MFC, por sus siglas en ingles Macro Fiber Composite, son un tipo de piezo compuesto 
desarrollado en el centro de investigación Langley en la NASA, en 1996, comercializados y 
manufacturados desde el 2002 por la empresa Smart Material [55]. Los MFC están 
compuestos por varias piezocerámicas rectangulares uni-axialmente alineadas que 
actúan como elemento activo, éstas se encuentran confinadas en forma de sándwich 
entre dos capas adhesivas y películas de electrodos. Las fibras de PZT tal como lo muestra 
la Figura 3.5, son embebidas en una matriz de epoxy y la conexión varía según el tipo de 
MFC [56][55].  En tanto a que el MFC tipo P2 (ver Figura 3.5b) es especialmente adecuado 
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para la obtención de energía debido a su mayor capacitancia e incremento en la 
generación de carga eléctrica comparado con el MFC tipo P1 [57], en el trabajo que aquí 
se desarrolla, se probará dicho material como sistema alternativo para generar energía 
eléctrica al caminar no sólo por la razón indicada arriba, sino porque sus propios 
fabricantes sugiere su uso en la aplicación de plantillas generadoras de energía [55]. Las 
aplicaciones más comunes en las que se ha usado los MFC para la generación de energía 
eléctrica, aprovechan ambientes vibrantes a bajas frecuencias [58] y a altas frecuencias, 
que van desde vigas en voladizo excitadas en un oscilador [59], hasta vehículos aéreos no 
tripulados [60].  
  
(a) (b) 
Figura 3.5. Esquemático y conexión de dos tipos de MFC. (a) MFC P1 (Efecto d33);             
(b) MFC P2 (Efecto d31). Adaptado de [57] 
 
Los piezoeléctricos poliméricos por su parte, son materiales a los que si bien se les 
conoció sus propiedades piezoeléctricas desde 1969, han sido estudiados e inclusive en 
este momento siguen en constante desarrollo, mejorando su desempeño de acuerdo a 
las aplicaciones y mostrando infinidad de variaciones. Entre los piezoeléctricos 
poliméricos, los más comunes son los PVDF, este tipo de material es un termoplástico 
semicristalino en el que predominan tres fases cristalinas (       ), las dos primeras en 
mayor grado. A temperatura ambiente coexisten tanto la fase   como la  , siendo esta 
última responsable de las características piezoeléctricas del material debido a la 
orientación de los átomos en su estructura molecular [61]. Este tipo de piezoeléctricos 
son comercializados en el mercado por numerosas empresas, por lo cual a continuación 
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se mostrará a manera de ilustración los producidos por la compañía Emfit cuyo nombre 
es Emfit Ferro-Electret Film y los desarrollados por la organización MEAS (Measurement 
Specialties) llamados Metallized Piezo Film Sheets, ambos creados con el objetivo de 
servir como sensores. Los Emfit Ferro-Electret Film son basados en poliolefina, 
manufacturados en un proceso continuo de orientación biaxial donde se extiende la 
película en dos direcciones. Su estructura consiste en vacíos horizontales separados por 
capas delgadas de poliéster con electrodos de aluminio tal como lo muestra la Figura 3.6 
[62]. Este tipo de material, aunque es relativamente nuevo, ha sido investigado con el 
propósito de ser utilizado como Energy harvesting, por ejemplo en un oscilador 
electromagnético [63] y sometido a pruebas de impacto [64].   
 
 
 
(a) (b) 
Figura 3.6. Piezoeléctrico polimérico Emfit Ferro-Electret Film. (a) Imagen microscópica en 
SEM; (b) Ejemplar. Tomado de [62] 
 
Los Metallized Piezo Film Sheets pertenecen también a la familia de los piezoeléctricos 
poliméricos. Tal como se muestra en la Figura 3.7 son compuestos por una lámina 
piezoeléctrica, una capa protectora y dos capas metálicas que sirven de electrodos, los 
cuales pueden ser de aleación cobre-níquel o pintura de plata [65]. El proceso de 
fabricación de los Metallized Piezo Film Sheets comienza con la extrusión de gránulos de 
resina polimérica en forma de lámina, seguido de una dilatación del material a una quinta 
parte del espesor extruido, posteriormente es sometido a temperaturas que se 
encuentran muy por debajo del punto de fusión del polímero y, por último, para obtener 
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altos niveles de actividad piezoeléctrica (fase  ), se polariza mediante la aplicación de un 
gran campo eléctrico del orden de 100V/µm para alinear los cristales [66].  
Son múltiples las aplicaciones que se desarrollan con este tipo de materiales, pero al 
tener en cuenta las enfocadas a la generación de energía eléctrica, que es el tema de 
interés de esta tesis, se puede mencionar Energy Harvesting basados en la presión 
sanguínea [21][20], en las pisadas de un ser humano [9][7][67] o que aprovechan las 
corrientes de agua (ríos u océanos) [68], en muchas otras más. 
 
 
 
(a) (b) 
Figura 3.7. Piezoeléctrico polimérico Metallized Piezo Film Sheets. (a) Composición; 
 (b) Ejemplar. Adaptado de [65] 
 
A continuación, en la Tabla 3.1,  se hace un listado con algunos de los diferentes tipos de 
materiales piezoeléctricos hallados en la literatura, donde se especifica los autores y la 
aplicación en la que fue utilizado. 
 
Tabla 3.1. Tipos de materiales piezoeléctricos y aplicaciones 
Tipo de material Aplicación Autor 
PZT-5A 
Energy Harvesting exitado por el 
impacto del movimiento humano 
Wei, S. [69] 
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Tipo de material Aplicación Autor 
PZT-5H 
Reciclaje de cerámicas piezoeléctricas 
usadas en sensores electrónicos para 
construir un Energy Harvesting que 
aprovecha el movimiento humano 
(Fase de balanceo del brazo)  
Afolayan, M. O. et al. [70] 
PMN-PT 
MEMS2 Energy Harvesting de una viga 
en voladizo basado en monocristales  
de plomo magnesio niobatos – 
titanato de plomo PMN-PT 
Gang Tang et al. [71] 
PMN-PZT 
Energy Harvesting de una viga en 
voladizo basado en monocristales  de 
plomo magnesio niobatos – titanato 
circonato de plomo 
Erturk, A. et al. [72] 
AZO 
MEMS piezoeléctrico Energy 
Harvesters de una viga en voladizo 
fabricado de aluminio dopado con 
óxido de zinc 
Ralib et al. [73] 
ZnO 
Nano generador Energy Harvesting 
con ZnO 
Saravanakumar, B. et al. 
[74] 
AlN 
Energy harvester de una viga en 
voladizo exitada por vibración 
Cao, Z. et al. [75] 
PVDF 
Generación de energía eléctrica a 
partir de la energía del viento 
Hidemi, M. et al. [76] 
Piezo compuestos 
Energy Harvesting para vibraciones de 
baja frecuencia 
Ju, S. et al. [58] 
                                               
 
2
 Los MEMS, por sus siglas en inglés Micro Electro Mechanical System, son sistemas micro 
electro mecánicos 
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3.4. ECUACIONES CONSTITUTIVAS 
 
Como se ha ido explicando a lo largo del capítulo, la piezoelectricidad es una forma de 
acoplamiento bilineal entre el comportamiento mecánico y eléctrico de cerámicas y 
cristales pertenecientes a ciertas clases; así, cuando un material piezoeléctrico es 
mecánicamente deformado, se produce una polarización eléctrica, la cual es proporcional 
a la deformación aplicada, y cuando ésta es polarizada, se genera una deformación en el 
material [52]. 
Las ecuaciones tensoriales para los cristales piezoeléctricos de clase 6mm son [77]:  
 
            Ecu 3.1 
           Ecu 3.2 
 
Las cuales se pueden reescribir más explícitamente por componentes, siguiendo la 
convención de Einstein y de acuerdo al estándar IEEE sobre piezoelectricidad [78]. En 
estas ecuaciones son relacionados los esfuerzos y los desplazamientos eléctricos, con las 
deformaciones y el campo eléctrico (en otras palabras T=T(S,E) y D=D(S,E)), además los 
efectos magnéticos y térmicos y los términos no lineales fueron despreciados [49]. 
 
         
              Ecu 3.3 
             
 
      Ecu 3.4 
 
Con         = 1, 2, 3 
 
Donde: 
    Vector de esfuerzos 
   Vector de deformación 
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   Vector de campo eléctrico 
   Vector de desplazamiento eléctrico 
    Matriz de elasticidad (Componentes evaluadas con campo eléctrico constante  ) 
   Matriz de coeficientes piezoeléctricos 
    Matriz de coeficientes piezoeléctricos transpuesta 
    Matriz de constantes dieléctricas (Componentes evaluadas con deformaciones 
constantes S) 
 
De esta manera, luego de utilizar los primeros términos de la expansión de Taylor, se 
pueden definir las siguientes constantes (Los superíndices E y S indican respectivamente 
que las constantes son obtenidas sobre un campo eléctrico constante o una deformación 
nula): 
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Ecu 3.5 
 
Donde     y   
  son las constantes elásticas, piezoeléctricas y dieléctricas 
respectivamente. 
 
Las ecuaciones constitutivas del modelo piezoeléctrico (Ecu 3.1 y Ecu 3.2) son formadas a 
partir de las ecuaciones fenomenológicas de piezoelectricidad, éstas corresponden a los 
balances mecánico y eléctrico, suponiéndolos instantáneos y desacoplados 
(Aproximación cuasi estática). El balance mecánico corresponde al cálculo de las fuerzas, 
el cual, expresado mediante la ecuación de medios continuos de Newton es [77]: 
 
 
   
   
     Ecu 3.6 
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Donde   es el volumen másico del material, t el tiempo, U el vector de desplazamientos y 
  el operador divergente expresado por [77]: 
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)  Ecu 3.7 
 
i, j, k son los vectores de referencia unitarios y x1, x2, x3 las coordenadas 
correspondientes. 
 
El tensor de deformaciones está relacionado con el vector de desplazamientos mecánicos 
por la siguiente ecuación [77]: 
 
   ̂    Ecu 3.8 
 
Siendo  ̂ el operador gradiente simétrico expresado por [77]: 
    
 
 
(
   
   
 
   
   
)    ̂     Ecu 3.9 
 
Por otro lado, el balance eléctrico corresponde al balance de carga expresado en la Ecu 
3.10 por el teorema de Gauss, asumiendo material aislante [77]: 
 
      Ecu 3.10 
 
El campo eléctrico se relaciona con el potencial eléctrico   mediante [77]: 
 
      Ecu 3. 11 
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Por tanto, las ecuaciones constitutivas o el modelo piezoeléctrico, se expresa así: 
 
            
           
 
   
   
     
      
Con:     ̂ ;     ̂  
Ecu 3.12 
 
Donde las dos primeras ecuaciones de este modelo, correspondientes a las ecuaciones  
Ecu 3.3 y Ecu 3.4, pueden ser escritas de una manera alternativa, en forma matricial de la 
siguiente manera [79]: 
 
{
{ }
{ }
}  [
[  ] [ ] 
[ ] [   ]
] {
{ }
{  }
} Ecu 3.13 
3.5. FORMULACIÓN DEL MÉTODO DE ELEMENTOS FINITOS (MEF) PARA MATERIALES 
PIEZOELÉCTRICOS  
 
El Método de Elementos Finitos (MEF o FEM por sus siglas en inglés) es un método 
numérico que puede ser usado para la solución de problemas complejos de ingeniería 
[80]. Su desarrollo y uso se dio alrededor del año 1950 para el análisis de problemas 
estructurales en aeronaves [81], y a partir de allí ha sido tan bien establecido y 
comúnmente utilizado, que hoy es considerado como uno de los mejores métodos para 
resolver una amplia variedad de problemas prácticos eficientemente [80]. En el MEF, la 
región de solución, dominio o geometría, es considerada como la construcción de muchas 
subregiones pequeñas, las cuales se encuentran interconectadas y toman por nombre 
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elementos finitos (EF) [80]. La Figura 3.8 exhibe un ejemplo gráfico del MEF, donde se 
muestra parte de una máquina fresadora, su representación en EF, y una malla o división 
en EF de una aeronave. 
 
  
 
(a) (b) (c) 
Figura 3.8. Representación gráfica del MEF. Adaptado de [80] 
(a) Parte de una máquina fresadora. (b) Representación de parte de una máquina 
fresadora mediante EF. (c) Malla de EF de una aeronave. 
 
El MEF es una técnica de cálculo utilizada para obtener soluciones aproximadas a 
problemas de contorno, los cuales son un problema matemático en el que una o más 
variables dependientes, deben satisfacer una ecuación diferencial en todos los puntos 
que se encuentran dentro de un dominio conocido (de variables independientes) y 
satisfacer las condiciones específicas en el límite de éste [82]. Al usar este método, se 
transforma y aproxima un problema diferencial, en un problema algebraico lineal, donde 
generalmente el diferencial es aproximado a la representación integral mediante la 
formulación variacional o el método de residuos ponderados [83], para posteriormente 
ser transformado y solucionado [77]. La Figura 3.9 presenta de forma esquemática el 
MEF.  
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Figura 3.9. Representación esquemática del MEF. Adaptado de [77] 
 
Para la realización de la investigación que se consigna en este texto, se consideraron 
estructuras bidimensionales con base en las consideraciones de estado plano, además 
éstas fueron discretizadas con EF cuadrados Q4 isoparamétricos de cuatro nodos por 
elemento, donde los elementos no piezoeléctricos poseen dos grados de libertad por 
nodo, mientras los elementos piezoeléctricos tres. 
 
3.5.1. Formulación del elemento isoparamétrico de cuatro nodos 
 
El procedimiento básico en la formulación del elemento finito isoparamétrico tiene como 
finalidad expresar las coordenadas y desplazamientos de un elemento en forma 
interpolada, usando el sistema de coordenadas naturales o locales de éste [83]; es decir, 
el elemento cuadrado isoparamétrico de cuatro nodos, tal como el que se ve en la Figura 
3.10a, puede expresar las coordenadas y aproximar los desplazamientos del elemento 
que aparecen en la Figura 3.10b. 
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(a) (b) 
Figura 3.10. Mapeo de coordenadas isoparamétricas. Tomado de [49]. (a) Elemento 
bilineal en coordenadas locales o naturales. (b) Elemento bilineal en coordenadas 
globales o físicas. 
 
Lo anterior es posible gracias a las siguientes funciones de interpolación o funciones de 
forma [84]: 
        
 
 
           Ecu 3.14 
        
 
 
           Ecu 3.15 
        
 
 
           Ecu 3.16 
        
 
 
           Ecu 3.17 
 
Donde un punto       dentro del elemento natural o local es mapeado dentro de un 
punto ( ,  ) en el elemento global o físico de la siguiente manera [84]: 
 
  ∑       
 
   
                                           Ecu 3.18 
 
  ∑       
 
   
                                           
Ecu 3.19 
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En las cuales  i y  i son los valores de la coordenada en el i-ésimo nodo. De forma 
análoga, cualquier variable física pude ser interpolada usando las mismas funciones de 
forma, así [49]: 
 
  ∑       
 
   
                                           Ecu 3.20 
 
Para un elemento finito piezoeléctrico, es necesario formular un elemento con dos 
grados de libertad por nodo, correspondientes al desplazamiento en dirección    y en 
dirección  , además de un grado de libertad por nodo para el potencial eléctrico; por 
tanto, el potencial eléctrico se expresaría de la siguiente manera [49]: 
 
  ∑       
 
   
                                           Ecu 3.21 
 
Lo cual en forma matricial, sería [49]: 
 
{ }  [  ]
 {  } Ecu 3.22 
 
{ }  [  ]
 
{  } Ecu 3.23 
   
Donde: 
[  ]: Matriz de funciones de forma de los desplazamientos mecánicos 
[  ]: Matriz de funciones de forma del potencial eléctrico 
{  }: Vector de desplazamientos mecánicos nodal 
{  }: Vector de potencial eléctrico nodal 
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Además la matriz [ ] de funciones de forma puede ser escrita como [49]: 
 
[ ]  [
  
 
   
 
  
   
  
 
   
 
  
   
  
 
   
 
  
   
  
 
   
 
  
] Ecu 3.24 
 
3.5.2. Formulación de la matriz del elemento 
 
La expresión general de la matriz del elemento se escribe en términos de las coordenadas 
globales ( ,  ), por lo cual los diferenciales    y    debe ser expresados en términos de 
las coordenadas locales    y   . Además de que la deformación es definida en términos 
de la derivada de la función de forma en coordenadas globales, y estas derivadas son los 
elementos de la matriz [ ], los cuales deben ser transformados en derivada en la 
respectiva coordenada local. Por esta razón, la matriz [ ] es una matriz de operadores 
diferenciales de los polinomios bilineales o funciones de interpolación o de forma que 
aparecen en las ecuaciones: Ecu 3.14, Ecu 3.15, Ecu 3.16 y Ecu 3.17 [49].  
 
 
 
 
[ ]=             Ecu 3.25 
 
 
 
 
Donde la matriz [ ] está compuesta por [  ] y [  ], como aparece a continuación: 
𝜕𝑁 
𝜕𝑥
 0 
𝜕𝑁 
𝜕𝑥
 0 
𝜕𝑁 
𝜕𝑥
 0 
𝜕𝑁 
𝜕𝑥
 0 0 0 0 0 
0 
𝜕𝑁 
𝜕𝑦
 0 
𝜕𝑁 
𝜕𝑦
 0 
𝜕𝑁 
𝜕𝑦
 0 
𝜕𝑁 
𝜕𝑦
 0 0 0 0 
𝜕𝑁 
𝜕𝑦
 
𝜕𝑁 
𝜕𝑥
 
𝜕𝑁 
𝜕𝑦
 
𝜕𝑁 
𝜕𝑥
 
𝜕𝑁 
𝜕𝑦
 
𝜕𝑁 
𝜕𝑥
 
𝜕𝑁 
𝜕𝑦
 
𝜕𝑁 
𝜕𝑥
 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 
𝜕𝑁 
𝜕𝑥
 
𝜕𝑁 
𝜕𝑥
 
𝜕𝑁 
𝜕𝑥
 
𝜕𝑁 
𝜕𝑥
 
0 0 0 0 0 0 0 0 
𝜕𝑁 
𝜕𝑦
 
𝜕𝑁 
𝜕𝑦
 
𝜕𝑁 
𝜕𝑦
 
𝜕𝑁 
𝜕𝑦
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[ ]  [
[  ]  
 [  ]
] Ecu 3.26 
  
Por otro lado, los diferenciales    y    se relacionan con    y    mediante las 
ecuaciones Ecu 3.18 y Ecu 3.19, por tanto [49]: 
   
  
  
   
  
  
   Ecu 3.27 
   
  
  
   
  
  
   Ecu 3.28 
  
Donde: 
  
  
 ∑
   
  
   Ecu 3.29 
 
  
  
 ∑
   
  
   Ecu 3.30 
 
  
  
 ∑
   
  
   Ecu 3.31 
 
  
  
 ∑
   
  
   Ecu 3.32 
 
Las derivadas de las coordenadas son combinadas en la forma matricial por [ ] que es la 
matriz Jacobiana de transformación [49]: 
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[ ]  
[
 
 
 
 
  
  
  
  
  
  
  
  ]
 
 
 
 
 Ecu 3.33 
 
Al relacionar las ecuaciones Ecu 3.27 y Ecu 3.28 con la matriz jacobiana Ecu 3.33, los 
diferenciales de los dos sistemas de coordenadas quedan relacionados como aparece a 
continuación [49]: 
{
  
  
}  [ ] {
  
  
} Ecu 3.34 
 
Y de manera semejante, las derivadas de las funciones de forma de los nodos “i” con 
respecto a las coordenadas locales, equivalen a las derivadas de las funciones de forma 
con respecto a las coordenadas globales, al multiplicar este vector por la inversa del 
jacobiano, tal como aparece a continuación [49]: 
{
 
 
   
  
   
  }
 
 
 [ ]  
{
 
 
   
  
   
  }
 
 
 Ecu 3.35 
 
Así, se puede escribir la matriz [ ] de la siguiente forma [49]: 
{ }  [  ]{  } 
Ecu 3.36 
{ }  [  ]{  } Ecu 3.37 
 
Al sustituir las ecuaciones Ecu 3.36 y Ecu 3.37 en las ecuaciones constitutivas Ecu 3.3 y 
Ecu 3.4, se obtiene matricialmente: 
 
{ }  [ 
 ][  ]{  }  [ ]
 [  ]{  } 
Ecu 3.38 
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{ }  [ ][  ]{  }  [ ]
 [  ]{  } Ecu 3.39 
 
Adicionalmente, las ecuaciones estáticas de equilibrio de un material piezoeléctrico 
pueden ser obtenidas del trabajo virtual de las fuerzas externas y de la variación de 
energía interna, producidas por los desplazamientos virtuales [49]. Asumiendo que no 
son aplicadas fuerzas volumétricas o superficiales al elemento, tan sólo permitiendo 
cargas puntuales en los nodos, los trabajos virtuales de esas cargas puntuales se expresan 
como [49]: 
 
∫ {  } 
 
  
{ }    {   }
 {  } Ecu 3.40 
 
 ∫ {  } 
 
  
{ }    {   }
 {  } Ecu 3.41 
 
Las deformaciones de los desplazamientos virtuales pueden ser sustituidas por [49]: 
 
{  } 
  {   }
 [  ]
  Ecu 3.42 
 
{  } 
   {   }
 [  ]
  Ecu 3.43 
 
Sustituyendo las ecuaciones Ecu 3.38, Ecu 3.39, Ecu 3.42 y Ecu 3.43 en Ecu 3.40 y Ecu 
3.41, se puede escribir: 
{   }
 ∫ [  ]
 
 
[  ][  ]{  }  [  ]
 [ ] [  ]{  }    {   }
 {  } Ecu 3.44 
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{   }
 ∫ [  ]
 
 
[ ][  ]{  }  [  ]
 
[ ][  ]{  }    {   }
 {  } Ecu 3.45 
 
Integrando en el volumen del elemento finito, se puede obtener las siguientes matrices: 
[   ]  ∫[  ]
 [  ][  ]
  
   Ecu 3.46 
[   ]  ∫[  ]
 [ ] [  ]
  
   Ecu 3.47 
[   ]  ∫[  ]
 [ ][  ]
  
   Ecu 3.48 
[   ]  ∫[  ]
 
[ ][  ]
  
   Ecu 3.49 
 
Donde la matriz de rigidez [   ]  es la matriz elástica del elemento, [   ]  es la matriz 
piezoeléctrica del elemento, [   ]  la matriz piezoeléctrica transpuesta del elemento y 
[   ]  es la matriz dieléctrica del elemento en el sistema de ecuaciones algebraicas 
lineales. Usando el operador jacobiano para transformar las coordenadas locales       
en coordenadas globales ( ,  ), las ecuaciones Ecu 3.46, Ecu 3.47, Ecu 3.48 y Ecu 3.49 
pueden escribirse de la siguiente forma: 
 
[ ]    ∫ ∫ [ ]
 [ ][ ]| |
 
  
 
  
     Ecu 3.50 
 
Así, la ecuación para un elemento se puede escribir como [49]: 
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[
[   ] [   ]
[   ] [   ]
]
 
{
 
 }
 
 {
 
 
}
 
 Ecu 3.51 
 
Donde { } es el vector de cargas mecánicas y { } el vector de cargas eléctricas, además el 
subíndice   hace referencia al sistema para un elemento finito. 
El sistema de la ecuación Ecu 3.51, tal como se advirtió anteriormente, representa la 
matriz local de un elemento finito, el cual se compone por un sistema de 12 ecuaciones y 
12 incógnitas, de las cuales 8 corresponden a los desplazamientos nodales en   y en  , y 
las restantes cuatro a los voltajes nodales (Para un elemento no piezoeléctrico, el sistema 
se reduce a 8 ecuaciones y 8 incógnitas). La matriz local elasto-piezo-dieléctrica mostrada 
en la ecuación Ecu 3.51 es insertada en una matriz [K] global, a través de la conectividad, 
que asocia un número a cada elemento finito y los nodos a los cuales se encuentra unido. 
A su vez cada nodo se encuentra representado por una matriz de coordenadas. 
Al ensamblar la matriz de rigidez global y conociendo el vector de cargas mecánicas y 
eléctricas aplicadas ({ } y { }), se puede calcular el vector de desplazamientos y potencial 
eléctrico nodales ({ } y { }) a partir de la siguiente ecuación de equilibrio: 
 
[
[   ] [   ]
[   ] [   ]
]
 
{
 
 }
 
 {
 
 
}
 
 Ecu 3.52 
 
Donde el subíndice   hace referencia al sistema global. 
 
Para el problema mecánico, relacionado únicamente con los desplazamientos nodales    
y   , las ecuaciones Ecu 3.51 y Ecu 3.52 se reducen, eliminando del sistema anterior las 
matrices dieléctrica ([   ]  y piezoeléctricas ([   ][   ]); así pues, el problema de 
elementos finitos para el caso mecánico quedaría de la siguiente forma: 
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[ ]{ }  { } Ecu 3.53 
 
3.6. SIMULACIÓN DE UN PIEZOFLEXTENSIONAL EN FORMA DIRECTA E INVERSA 
 
Con el propósito de ilustrar el comportamiento directo e inverso de una cerámica 
piezoeléctrica y además con la intensión de explicar la manera en la cual se simula este 
tipo de materiales en un software de elementos finitos comercial como ANSYS, se expone 
a continuación el paso a paso del proceso de simulación de un piezoflextensional. Para 
esto se partirá de la estructura flexible de aluminio discretizada en elementos finitos que 
aparece en la Figura 3.11a, a cual se le adapta una geometría rectangular en la parte 
inferior, que es configurada como un piezoeléctrico PZT-5A (ver Figura 3.11b). Es 
necesario hacer coincidir todas las propiedades de los nodos que se superponen en la 
interface entre el mecanismo flexible de aluminio y el piezoeléctrico, para tener una sola 
estructura acoplada. 
 
  
(a) (b) 
Figura 3.11. Generación del piezoflextensional. (a) Estructura flexible de aluminio;                                  
(b) Piezoflextensional (Al + PZT) 
 
Las propiedades con las cuales se configuró la cerámica piezoeléctrica PZT-5A, son las que 
aparecen en la Tabla 3.2. 
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Tabla 3.2. Propiedades de la cerámica piezoeléctrica PZT-5A. Tomadas de [85][19] 
Constantes elásticas (1010Nm-2) 
C11 12.1 
C12 7.54 
C13 7.52 
C33 11.1 
C44 2.11 
C66 2.26 
Constantes piezoeléctricas (Cm-2) 
e31 -5.4 
e33 15.8 
e51 12.3 
Constantes dieléctricas (C2J-1m-1) 
ε0 8.85e-12 
ε1 916*ε0 
ε3 830*ε0 
 
 
Una vez con la geometría del piezoflextensional definida y discretizada en elementos 
finitos, se aplican las condiciones de frontera necesarias para que éste genere energía 
eléctrica a partir de la aplicación de una carga; es decir, para que exhiba su 
comportamiento directo o como sensor. Para esto se restringió el desplazamiento de los 
nodos inferiores en X y Y, se aplicó una carga distribuida en los nodos superiores, 
comprimiendo la estructura con 937,12N y se definió el electrodo del PZT que se 
encuentra en la interface de los dos materiales como tierra; o sea, con un voltaje igual a 
cero, conjuntamente se acoplaron todos los nodos pertenecientes al otro electrodo 
(Nodos inferiores) en términos de voltaje, con el propósito de obtener un mismo 
potencial sobre todo el electrodo. La  Figura 3.12a muestra dichas condiciones de 
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frontera, mientras la Figura 3.12b el comportamiento del piezoflextensional generando 
un voltaje de 7,17V al aplicar el valor de carga mencionado anteriormente. 
 
 
 
(a) (b) 
Figura 3.12. Piezoflextensional actuando en modo directo. (a) Condiciones de frontera;   
(b) Voltaje generado. 
 
Un procedimiento similar se usa para esbozar el comportamiento inverso o como 
actuador del piezoflextensional, en este caso las condiciones de frontera aplicadas son las 
presentadas en la Figura 3.13a donde el electrodo del PZT ubicado en la interface de los 
dos materiales, es configurado como tierra, mientras al otro electrodo se les aplica un 
voltaje de 100V, además de esto, con el fin de poder apreciar de forma clara la 
deformación generada por la aplicación de un voltaje a la cerámica piezoeléctrica, se 
restringieron los desplazamientos de los nodos laterales, tanto en X como en Y. La Figura 
3.13b muestra la deformación que sufre el PZT y la estructura flexible al aplicar el valor 
de voltaje mencionado anteriormente. 
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(a) (b) 
Figura 3.13. Piezoflextensional actuando en modo inverso. (a) Condiciones de frontera; 
(b) Desplazamiento generado. 
 
 
 
  
 
CAPÍTULO 4: Método de Optimización Topológica 
(MOT) 
4.1. MÉTODO DE OPTIMIZACIÓN TOPOLÓGICA (MOT) 
 
El término topología etimológicamente es derivado del sustantivo griego topos, el cual 
significa ubicación, lugar, espacio o dominio. Por su parte, en el campo matemático, la 
topología es referida a objetos que son deformables de una forma similar a la goma [86], 
donde se trata la continuidad y otros conceptos originados de ella, como lo son las 
propiedades de las figuras con independencia de su tamaño o forma. Además de esto, la 
topología maneja conceptos como proximidad, número de agujeros que presenta un 
objeto y otros atributos matemáticos como la conectividad, la compacidad y la 
metricidad [87]. En concordancia con lo anterior y haciendo énfasis en el foco de este 
trabajo que es la Optimización Topológica (OT) aplicada al diseño estructural, ésta es 
definida de modo simple por Bendsøe y Sigmund [88] como un método para distribuir 
material en una región con el fin de encontrar la disposición óptima de una estructura, en 
este contexto cuando se habla de disposición óptima de la estructura, se hace referencia 
a la topología, a la forma y al tamaño, permitiendo resolver de forma simultánea los tres 
problemas. 
 
La OT es un campo relativamente nuevo de la mecánica estructural, el cual se ha ido 
expandiendo rápidamente debido a la necesidad de lograr diseños con un desempeño lo 
más perfecto posible u óptimo, originando de esta manera estructuras con mejores 
características y más genéricas que las logradas utilizando la técnica de ensayo y error 
[89][85]. Los métodos de optimización estructural pueden ser clasificados en tres grupos 
66 Diseño de un Colector de Energía Piezoeléctrico (Energy Harvesting) 
 
principalmente [90][88]: Optimización de tamaño o paramétrica, optimización de forma y 
optimización topológica, los cuales son definidos por los parámetros que cambian 
durante el proceso de optimización. A seguir se hace una breve descripción de cada una 
de ellas. 
La optimización paramétrica o de forma busca encontrar el valor óptimo de parámetros 
geométricos a partir de una estructura predefinida, para esto son elegidas como variables 
de diseño algunas medidas o la proporción entre ellas, tales como espesores, sección 
transversal, espaciamiento entre refuerzos, etc; con el objetivo principal de minimizar 
peso, esfuerzo, desplazamiento o costos. Para el caso que se presenta en la Figura 4.1, 
por ejemplo, se considera una viga en voladizo sometida a una carga en su extremo libre 
(ver Figura 4.1a) y se modifica las dimensiones b, t y h pertenecientes a la sección 
transversal (ver Figura 4.1b), las cuales son tomadas en este caso como variables de 
diseño para la  optimización [85][87].  
 
  
(a) (b) 
Figura 4.1. Optimización de tamaño o paramétrica. Adaptado de [85]. (a) Vista lateral de 
la estructura. (b) Sección transversal. 
 
En la optimización de forma, por su parte, las variables de diseño pueden ser las 
coordenadas de algunos puntos pertenecientes al contorno de la estructura, es decir, se 
introduce variables de diseño adicionales, las cuales permiten la modificación de la 
frontera, tal como se puede observar en Figura 4.2. Lo anterior con el propósito de 
determinar el perfil óptimo de los límites de la estructura, maximizando o minimizando 
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una medida de desempeño bajo una serie de restricciones de diseño, manteniendo fija la 
topología [87]. 
 
Figura 4.2. Optimización de forma. Adaptado de [85] 
 
Finalmente, después de aplicar alguno de los métodos de optimización estructural, son 
obtenidas formas diferentes a la propuesta inicial; concretamente en la OT, además de 
que el contorno de la estructura puede cambiar, en ésta también aparece una serie de 
huecos en su interior tal como se aprecia en la Figura 4.3, disminuyendo así la cantidad 
de material utilizado, lo cual genera una reducción de costos y una mejora en el 
desempeño de la estructura; lo que a su vez tiene un impacto ambiental positivo y una 
ventaja en el ámbito de la competencia tecnológica [91][85].  
 
Figura 4.3. Optimización topológica. Adaptado de [85] 
 
En este tipo de optimización, se parte de una región disponible (matemáticamente 
conocida como dominio del problema Ω), de las cargas aplicadas, de la región de soporte 
y de la cantidad de material con la que se desea generar el diseño; también se pueden 
tener restricciones adicionales como algunos agujeros de tamaños y formas específicas, o 
por el contrario material fijo en algunos sectores del dominio; de esta forma se busca 
determinar de manera iterativa una estructura óptima, también conocida como 
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subdominio óptimo Ωmat [85][87]. Es importante resaltar que la optimización topológica 
de estructuras, tal como lo dice Rozvany [89], puede ser dividida en dos subgrupos 
principalmente: Optimización de diseño (layout Optimization (LO)) y optimización de 
forma generalizada (Generalized Shape Optimization (GSO)), también conocida como 
optimización con topología variable [85]. La optimización de diseño trabaja con 
estructuras de red o reticulares, con fracciones de volumen pequeñas, mientras la 
optimización con topología variable lo hace con fracciones de volumen mayores y 
optimiza simultáneamente la topología y la forma de las fronteras internas de un medio 
continuo, sólido, poroso o compuesto [85][89]. La optimización de forma generalizada o 
con topología variable basada en elementos finitos, puede clasificarse a su vez, de 
acuerdo al tipo de topologías involucradas, las cuales son: topologías que sólo contienen 
elementos finitos isotrópicos sólido/vacío (Isotropic-Solid/Empty ISE), topologías que sólo 
contienen elementos finitos anisotrópicos sólido/vacío (Anisotropic-Solid/Empty ASE) y, 
por último, topologías que únicamente contienen elementos finitos isotrópicos 
sólido/vacío/poroso (Isotropic Solid/Empty/Porous ISEP). Más adelante en la sección 4.3 
se mostrará una clasificación de la optimización topológica de acuerdo a la naturaleza 
discreta o continua de sus variables de diseño. 
 La Figura 4.4 muestra un diagrama de flujo donde se describe por bloques el algoritmo 
con el cual son diseñadas las estructuras mediante el MOT; éste, como se mencionó 
anteriormente, comienza con la inicialización de las variables de diseño (por lo general 
con una distribución homogénea del material en cada elemento finito), la definición de la 
geometría con la cual se partirá, el valor de las cargas, además de las condiciones de 
frontera; posteriormente dicha geometría o dominio es discretizado y por tanto 
modelado mediante elementos finitos, luego se continúa con la solución del problema de 
optimización con el cual se comienza a distribuir el material de manera continua dentro 
del dominio, y de esta forma si no se ha conseguido el desempeño óptimo de la 
estructura o mejor, no se ha logrado hallar el mínimo o máximo que se busca, se repite el 
proceso sucesivamente hasta encontrarlo; cuando éste es localizado, se suspenden las 
iteraciones, obteniendo así la estructura óptima. 
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Figura 4.4. Diagrama de flujo del algoritmo del MOT. Adaptado de [92] 
 
4.2. APLICACIONES DEL MOT 
Antes de mostrar algunas de las aplicaciones del MOT, es importante señalar la evolución 
de esta temática empleada en el diseño estructural, que tal como lo evidencia la Gráfica 
4.1, se ha ido potencializando en los últimos diez años, mostrando a autores como 
Sigmund, O. Nishiwaki, S. Kikuchi, N.  Izui, K.  Xie, Y.M. Wang, M.Y. y Silva, E.C.N. como sus 
principales investigadores en el ámbito internacional. En lo que respecta a la 
implementación y desarrollo del MOT en Colombia, se registra el primer aporte en el año 
2004, fecha a partir de la cual se han publicado 25 documentos entre artículos de revistas 
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y congresos, y capítulos de libros; dichas cifras demuestran y dan un panorama de la 
actualidad que tiene el tema en el país, donde es evidente su reciente incursión3.   
 
 
Gráfica 4.1. Evolución de las publicaciones sobre MOT aplicado al diseño estructural entre 
1978 y 20144 
 
Como se acaba de advertir, cada vez son más las investigaciones que reporta la literatura 
acerca del MOT enfocado al diseño estructural, en las cuales se resuelve problemas para 
la obtención de un desempeño óptimo de las mismas al disminuir peso y maximizar 
rigidez mediante la distribución de material. Para ejemplificar esto, a continuación se 
menciona someramente y de forma aleatoria algunas aplicaciones en este campo, ya que 
el MOT se ha extendido a una amplia gama de otras disciplinas en las que se incluye 
fluidos, acústica, electromagnetismo, óptica y la combinación entre ellos [93]. Así pues, 
dentro de la rama estructural se puede encontrar, por ejemplo, el diseño del brazo 
actuador de una unidad de disco duro, realizado con el fin de tener alta precisión en el 
posicionamiento del cabezal de lecto-escritura [94] (ver Figura 4.5a), la obtención de la 
estructura interna óptima de las alas de un avión, con base en las fuerzas aerodinámicas 
                                               
 
3
 Información extraída de la herramienta bibliográfica Scopus (www.scopus.com), donde se realizó 
la búsqueda con las palabras clave topology optimization y structural design. 
4
 Información obtenida en la herramienta bibliográfica Scopus. www.scopus.com 
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que ésta debe de soportar [95] (ver Figura 4.5b), el diseño conceptual de la estructura de 
misiles aerodinámicos [96] (ver Figura 4.5c), la disminución de peso de elementos 
estructurales de una prótesis de rodilla, mejorando así su ergonomía [97] (ver Figura 
4.5d), la restauración de la función y la apariencia normal después de una lesión del 
tejido óseo facial con pérdida de masa [98] (ver Figura 4.5e); e inclusive, para determinar 
la geometría de la sección transversal de los ladrillos o bloques de mampostería con el fin 
de maximizar el aislamiento térmico de las mismas [99] (ver Figura 4.5f).  
 
 
 
 
(a) 
 
(b) 
 
(c) 
 
  
 
(d) (e) (f) 
Figura 4.5. MOT aplicado al diseño estructural. (a) Brazo actuador de unidad de disco 
duro. Tomado de [94]; (b) Estructura interna del ala de un vehículo aéreo. Tomado de 
[95]; (c) Misil aerodinámico. Tomado de [96]; (d) Prótesis de rodilla. Tomado de [97]; (e) 
Prótesis de tejido óseo facial. Adaptado de [98]; (f) Bloque de mampostería. Tomado de 
[99]. 
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Como se expuso anteriormente, el MOT ha sido empleado en diversas áreas de la 
ingeniería, demostrando resultados satisfactorios en cada una de ellas; en adición a esto 
y con el fin de enfocar el tema hacia la investigación que aquí se desarrolla, se mostrará, 
a seguir, la influencia del MOT en el diseño de actuadores y sensores, tema que lleva 
aproximadamente veinte años de estudio, de los cuales los últimos diez han 
representado su mayor impacto, ubicando a Silva, E.C.N. Sigmund, O. Kim, Y. Y. y 
Nishiwaki, S. como los principales precursores e investigadores acerca del tema, con 
aportes significativos tanto metodológicos como en aplicaciones mismas, de las cuales se 
podría mencionar: el diseño, la manufactura y la caracterización de actuadores 
piezoeléctricos flextensionales funcionalmente gradados, los cuales ayudan a disminuir la 
concentración de esfuerzos aumentando su fiabilidad en comparación con los actuadores 
que no usan materiales funcionalmente gradados [100], el uso de una formulación 
robusta del MOT para el diseño de actuadores electromecánicos (inversores y pinzas) que 
logra límites estructurales nítidos y control de tamaño, lo cual conduce a estructuras 
físicamente realizables de acuerdo a las tolerancias impuestas por la manufactura [101] y 
el diseño conceptual mediante el MOT de la estructura de una celda de carga 
unidireccional y multidireccional, basada en galgas extensiométricas como sensores 
[102], entre muchas otras más. 
Ahora bien, al mirar el MOT aplicado al diseño de Energy Harvesting, se puede apreciar 
una nueva línea de investigación que de acuerdo a la Gráfica 4.2, surgió hace 
aproximadamente siete años y de la cual la literatura reporta ya algunas publicaciones 
(ninguna de éstas asociada a trabajos realizados en Colombia), cuyos principales 
contribuyentes son: Silva, E.C.N. Gea, H.C. y Zheng, B. 
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Gráfica 4.2. Evolución de las publicaciones sobre los Energy Harvesting diseñados 
mediante el MOT5. 
 
 Algunos de los trabajos desarrollados en los que se ha aplicado el MOT al diseño de 
Energy Harvesting son por ejemplo el formulado por Noh, J. Y. y Yoon, G. H. [103], el cual 
se enfoca en el planteamiento del MOT para maximizar la eficiencia del Energy 
Harvesting para cargas dinámicas armónicas aplicadas, distribuyendo material 
piezoeléctrico en una viga en voladizo (ver Figura 4.6a); el propuesto por Lee, S. y Youn, B. 
D. [104] para determinar una distribución de material piezoeléctrico altamente eficiente 
tipo cáscara (Skin) combinando el MOT con la optimización de forma y así aprovechar las 
vibraciones de un condensador de aire (ver Figura 4.6b); el llevado a cabo por Vatanabe, 
S. L. Paulino, G. H. y Silva, E.C.N [105], donde se propone una metodología basada en el 
MOT para diseñar materiales piezocompuestos funcionalmente gradados, teniendo en 
cuanta aspectos importantes en el proceso de diseño como la influencia de la dirección 
de polarización del piezoeléctrico y la gradación del material apuntando a aplicaciones de 
Energy Harvesting (ver Figura 4.6c); continuidad de la investigación de los mismos 
autores anteriores, donde se analizó la influencia del patrón de gradación usando el MOT 
en el diseño de Energy Harvesting piezocompuestos [106] (ver Figura 4.6d); y el realizado 
por Chen et al. [107] en el que propone MEMS diseñados mediante el MOT para obtener 
sistemas autoalimentados (viga en voladizo y cilíndrico) (ver Figura 4.6e). 
                                               
 
5
 Información obtenida en la herramienta bibliográfica Scopus. www.scopus.com 
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(a) (b) (c) 
 
     
(d) (e) 
Figura 4.6. Energy Harvesting diseñados mediante el MOT. (a) Energy Harvesting 
piezoeléctrico para cargas dinámicas armónica. Tomado de [103]; (b) Energy Harvesting 
piezoeléctrico en un condensador de aire. Tomado de [104]; (c) Energy Harvesting 
piezocompuesto funcionalmente gradado. Tomado de [105]; (d) Influencia del patrón de 
gradación en el diseño de Energy Harvesting. Tomado de [106]; (e) MEMS Energy 
Harvesting. Tomado de [107]. 
4.3. CLASIFICACIÓN DE LA OPTIMIZACIÓN TOPOLÓGICA 
 
Como se mencionó en la fase introductoria de este capítulo, se puede hacer una 
clasificación general de los modelos propuestos para resolver problemas de optimización 
topológica de acuerdo a la naturaleza de las variables de diseño utilizadas según éstas 
sean discretas o continuas [108]. Lo anterior surgió a partir de las diversas contribuciones 
efectuadas después de la presentación de uno de los primeros trabajos que abordaba el 
problema de OT de estructuras, publicado por Bendsøe y Kikuchi [109], donde se 
estableció por primera vez un procedimiento computacional para su solución, conocido 
como el MOT.  
Las técnicas de optimización discreta, son en general muy complejas y tienen una 
aplicación muy limitada en la práctica, razón por la cual se han propuesto formulaciones 
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que producen distribuciones de material discretas (con y sin material), basadas en 
algoritmos de optimización continuos, que presentan una complejidad menor [108]. 
Asimismo, también se han propuesto técnicas que convierten el problema discreto 
original en uno con variables de diseño continuas; de esta manera, también se evita el 
mal planteamiento del problema discreto mediante la introducción de modelos de 
microestructura interna de material para densidades relativas intermedias [86][108]. 
La forma más evidente de resolver el problema de OT de estructuras, consiste en abordar 
directamente éste en su formulación discreta, pero como se advirtió anteriormente, los 
problemas de optimización con variables de diseño discretas, son más complejos que los 
de variables de diseño continuas debido a que no se puede utilizar las técnicas de 
programación matemática usadas en el caso continuo, aunque tienen la ventaja de 
presentar la solución con una distribución de material lleno-vacío, lo cual facilita su futura 
fabricación [108][93]. Entre los algoritmos que se han utilizado para resolver el problema 
discreto se encuentran: los criterios de optimalidad (Optimality Criteria), la optimización 
estructural evolutiva (ESO por sus siglas en inglés Evolutionary Structural Optimization), el 
método de optimización jerárquico de búsqueda por proximidad (Hierarchical 
Neighborhood Optimization Method), el método de las curvas de nivel (Level Set 
Method), el método de la burbuja (Bubble Method) y los algoritmos genéticos o 
evolutivos (Genetic Algorithms) [108].  
Para la formulación continua, el principal problema se encuentra en la necesidad de 
definir la ecuación constitutiva del material para valores intermedios de las variables de 
diseño, paso que en la formulación discreta no es necesario, dado que éstas sólo pueden 
tomar dos valores (0 ó 1). Entre los modelos de material más ampliamente usados en OT 
se encuentran los basados en homogenización y el SIMP (Solid Isotropic Material with 
Penalization) [86], de los cuales se hablará en detalle a continuación, especialmente del 
modelo SIMP ya que éste fue el utilizado para el desarrollo del presente trabajo. Para 
profundizar más acerca de los métodos de solución a problemas de OT, se sugiere los 
trabajos publicados por Sigmund, O. y Maute, K. [93], al igual que el presentado por 
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Deaton, J. D. y Grandhi, R. V. [110], donde se expone ampliamente mejoras de los 
métodos clásicos y los últimos adelantos como métodos basados en densidades, métodos 
hard-kill, métodos de variación de frontera y un nuevo método inspirado biológicamente 
basado en las reglas de división celular, mostrando sus fortalezas, debilidades, similitudes 
y diferencias, además sugiriendo pautas claras para futuras investigaciones. 
 
4.4. CONCEPTOS Y DEFINICIONES BÁSICAS DEL MOT 
 
En el MOT existen ciertos términos básicos como la función objetivo, las variables de 
diseño y las restricciones, los cuales son intrínsecos al método y serán definidos a 
continuación con el propósito de brindar un mejor entendimiento. La función objetivo es 
la expresión matemática que cuantifica la optimalidad del diseño, las variables de diseño 
son los parámetros que pueden modificarse en rangos permisibles y expresan el cambio 
que sufre una estructura para alcanzar los objetivos de diseño y las restricciones son 
aquellos criterios que no pueden ser violados dentro del proceso[85][111][112]. Además 
de la terminología definida anteriormente, existen dos conceptos fundamentales en los 
cuales se basa el MOT, el primero corresponde al dominio fijo extendido o dominio de 
diseño y el segundo al modelo de material o modelo de interpolación de material. A 
continuación se entra más en detalle en estos conceptos. 
 
4.4.1.  Domino Fijo Extendido 
 
El dominio fijo extendido también conocido como dominio de diseño, es el espacio 
limitado en el cual el algoritmo de optimización topológica puede agregar o quitar 
material, construyendo así una estructura de dominio desconocido [113]. La Figura 4.7 da 
una idea de ambos conceptos, donde la Figura 4.7a muestra el dominio fijo extendido o 
dominio de diseño con sus condiciones de frontera y cargas aplicadas, dentro del cual se 
genera la estructura óptima mediante el MOT que ocupa el dominio desconocido que 
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aparece en la Figura 4.7b. Por último, la Figura 4.7c expone la relación física que existe 
entre ambos dominios. 
 
    
(a) (b) (c) 
Figura 4.7. Dominios. (a) Dominio fijo extendido o dominio de diseño; (b) Dominio 
desconocido; (c) Relación entre ambos dominios. Adaptado de [113] 
 
La gran ventaja de la optimización topológica con respecto a la optimización de forma, es 
que el dominio del modelo de elementos finitos no es alterado durante el proceso de 
optimización, y lo único que se modifica es la distribución de material en los elementos, 
por lo tanto se facilita la implementación del análisis de sensibilidad, ya que es válido 
para todos los elementos finitos pertenecientes al dominio de diseño la relación general 
del cálculo de la sensibilidad de la ecuación Ecu 4.1. 
 
 
   
∫     ∫
  
     
   Ecu 4.1 
 
Donde    es la variable de diseño del elemento  , y   una función continua diferenciable 
definida en el dominio [85][114]. 
 
 
78 Diseño de un Colector de Energía Piezoeléctrico (Energy Harvesting) 
 
4.4.2. Modelo de Material 
 
El modelo de material es una función que define la “combinación” entre los materiales 
que hacen parte del proceso de optimización; específicamente, en cada punto del 
dominio, el material que es representado por las pseudo densidades puede variar entre 
“lleno” y “vacío” mediante una función discreta [115]. 
 
     {
                          
                           
 Ecu 4.2 
 
En el MOT, la utilización de valores discretos (0 y 1) para la variación de material tal como 
aparece en la ecuación Ecu 4.2, produce una dependencia de la solución en relación a la 
discretización (dependencia de la malla), ya que esencialmente la utilización de estos 
valores origina múltiples mínimos locales que generan inestabilidades numéricas y hace 
que el problema se encuentre mal condicionado; es decir, sin solución. Para evitar esta 
contrariedad, se debe realizar una relajación del problema de optimización, que permita 
que el material en cada elemento del dominio de diseño asuma valores intermedios 
durante el proceso de optimización [85] tal como se hace en las formulaciones continuas 
que fueron mencionadas en la sección 4.3 . La Figura 4.8 muestra el cambio de material 
de vacío a lleno de forma discreta y de forma continua. 
 
  
(a) (b) 
Figura 4.8. Variación de material de vacío a sólido. Tomado de [115]. (a) Variación 
discreta; (b) Variación continua. 
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Existen diversos modelos de material descritos en la literatura, tal como se sugirió en la 
sección 4.3, los cuales pueden ser usados para la relajación del problema. Entre los 
principales se destacan el Método de Homogenización y el Método de las Densidades o 
Modelo de Material SIMP (Solid Isotropic Material with Penalization) [85][108], los cuales 
se explicarán a continuación. 
 
4.4.2.1.  Método de homogenización 
El método de homogenización se basa en microestructuras formadas a partir de la 
combinación de materiales homogéneos. Este método construye un modelo de material 
complejo, el cual se usa para calcular las propiedades efectivas de un material 
compuesto, a partir de variables conocidas, como lo son la geometría y la composición de 
su microestructura. En este modelo de material, cada punto del dominio es definido 
como un material compuesto, generado por la repetición periódica de una 
microestructura, la cual es denominada celda. En la Figura 4.9 se puede observar 
gráficamente el modelo de homogenización, partiendo de lo macro, que en este caso 
corresponde al dominio de diseño, hasta llegar a lo micro con la visualización de las 
células o microestructuras. La célula 1 se compone de material sólido con un agujero en 
el medio y  su modelo tiene por nombre hole-in-cell, mientras que la célula 2 se compone 
de capas y su modelo lleva por nombre layered microstructures [85][116]. 
 
Figura 4.9. Modelo de material basado en homogenización. Adaptado de [85] 
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 Modelo hole-in-cell 
Este modelo fue planteado para resolver el problema de OT de estructuras continuas, 
donde en cada celda microscópica se introduce un agujero de tamaño variable que 
puede ser orientado en el espacio según el ángulo  . La cantidad de material de la 
estructura depende del tamaño de los agujeros de cada celda, los cuales son dados 
por los valores         (         ); así, si         no habrá material en la 
celda y si         sí habrá, lo anterior satisfaciendo que          [86]. La 
Figura 4.10 muestra la microestructura creada a partir de la unión de múltiples celdas 
donde se puede identificar las variables de diseño         y el ángulo de orientación 
 . 
 
 
Figura 4.10. Microestructura del modelo hole-in-cell. Tomado de [108][86] 
 
 Modelo Layered microstructures 
Este modelo ha sido utilizado en la solución de una variedad de problemas de OT para 
estructuras continuas en dos dimensiones (ver Figura 4.11a y b). La microestructura 
por capas es obtenida mediante un proceso repetitivo donde en cada paso es 
agregada una nueva capa en una dirección dada. El número de veces que esto es 
realizado se define como rango de la microestructura (rank), que es a su vez una 
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medida del número de capas que posee (rango1: una capa; rango 2: dos capas; rango 
3: tres capas; rango i: i capas); así, la primera capa de la microestructura es obtenida 
al apilar de forma alternada capas delgadas de material rígido con capas de un 
material más flexible en una proporción de     y       respectivamente a lo largo 
de una dirección caracterizada por la normal unitaria   
  . Similarmente, la 
microestructura de segundo rango se obtiene al apilar de forma alternada el material 
rígido con la primera microestructura conseguida en el paso anterior en proporciones 
    y       respectivamente a lo largo de la dirección caracterizada por la normal 
unitaria   
   y así de manera sucesiva (ver Figura 4.12b) [86]. Esta formulación no 
aporta, aparentemente, alguna ventaja frente al modelo hole-in-cell dado que el 
número de variables que es necesario definir en cada elemento es elevado; sin 
embargo, las microestructuras formadas por capas de material presentan la 
particularidad de que son las soluciones de máxima rigidez cuando las direcciones de 
las fibras coinciden con las direcciones principales de esfuerzos a que está sometido 
el material [108]. En este caso, al igual que en el modelo hole-in-cell, debido a la 
cantidad elevada de parámetros, limita  considerablemente la aplicación en la 
práctica [108]. 
La Figura 4.11 muestra una microestructura tridimensional por capas de tercer rango 
donde los tres conjuntos de éstas son asumidos mutuamente ortogonales. La primera 
descripción de esta microestructura fue hecha por Gibianshy y Cherkaev [117], la cual 
ha sido aplicada en problemas de OT de estructuras continuas en 3D por Allaire [118], 
Díaz y Bendsøe [119], Olhoff et al [120][121][122], entre otros. Se debe resaltar que 
estas microestructuras de tercer rango son útiles sólo para la optimización de la 
rigidez [86]. 
82 Diseño de un Colector de Energía Piezoeléctrico (Energy Harvesting) 
 
 
 
  
(a) (b) (c) 
Figura 4.11. Microestructura bidimensional por capas. Tomado de [86]. (a) Célula 
unitaria; (b) Microestructura de primero, segundo y tercer rango; (c) Microestructura de 
un modelo espacial de tercer rango.  
 
4.4.2.2. Modelo de material SIMP 
Entre de los modelos de material utilizados en la implementación del MOT, se destaca el 
modelo SIMP (Solid Isotropic Material with Penalization) o método de las densidades, 
éste consiste en una ecuación matemática que define el valor de la propiedad del 
material en cada uno de los puntos del dominio en función de la densidad y la propiedad 
efectiva del material base utilizado en el diseño, el cual será distribuido [115][114][85]. 
Dicha ecuación está dada por [123]:  
             Ecu 4.3 
 
Donde      es interpretada como una función de distribución continua de densidades o 
pseudo-densidades, la cual es la variable de diseño y se encuentra definida dentro del 
intervalo              , con    , en el cual el valor de      aparece con el fin 
de evitar inestabilidades numéricas al momento de hacer el cálculo de la matriz inversa, 
es decir evitando problemas de singularidad en el MEF cuando se resuelve por equilibrio 
el dominio completo.    es la propiedad del material base isotrópico, teniendo en cuenta 
que éste es caracterizado sólo por dos variables que son el módulo de elasticidad o de 
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Young      y el módulo de Poisson     , y   es el factor de penalidad de la variable de 
diseño. 
El modelo de material SIMP presenta un conflicto con la magnitud del factor de 
penalización   que sea seleccionado, debido a que con la elección de valores pequeños 
de  , el problema se torna de una naturaleza más continua que discreta, lo cual genera 
escala de grises en las topologías. Estas escalas de grises representan un material ficticio 
ya que sus propiedades varían entre el material sólido usado en la optimización y espacio 
sin material, el problema de la escala de grises se abordará más adelante con mayor 
profundidad. En cuanto a la elección de valores mayores de  , por ejemplo    , con los 
que el problema toma una naturaleza más discreta que continua, se generan 
inestabilidades numéricas y problemas de convergencia debido a que los valores de 
densidad de cada elemento sólo puede ser 1 ó 0 (la Figura 4.12 muestra la influencia del 
valor de   en las propiedades relativas del material que toman las variables de diseño). 
De acuerdo a los problemas anteriores, en especial al generado cuando el valor de   es 
pequeño, el modelo de material SIMP también se ha conocido como material ficticio o 
artificial, ya que se creía que las propiedades de éste no podrían ser modeladas por la 
ecuación Ecu 4.3. Esta hipótesis fue desmentida por Bendsøe y Sigmund [123] al probar 
que el modelo de material SIMP era físicamente posible al satisfacer la condición de la 
ecuación Ecu 4.4 sobre el valor de   en problemas estructurales, la cual sitúa su valor en 
3 ó por encima, de esta manera la ecuación Ecu 4.3 es termodinámicamente admisible si 
  satisface algunas condiciones (en problemas de estado plano de deformación) [85]. 
 
     {
 
   
 
 
   
} Ecu 4.4 
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Figura 4.12. Relación entre las propiedades relativas del material (E/E0) y la variable de 
diseño ( ) para diferentes valores de penalización  . Tomado de [86] 
 
4.5. PROBLEMAS NUMÉRICOS DEL MOT 
 
Con base en la descripción realizada por Sigmund y Petersson en 1998 [124], y por 
Bendsøe y Sigmund en 2004 [88], se presenta a continuación algunos de los problemas 
numéricos que trae consigo la implementación del MOT y los cuales a su vez influencian 
de manera significativa los resultados computacionales que pueden ser obtenidos con la 
distribución del material basado en el procedimiento de diseño de las topologías, además 
se discutirán algunos métodos con los cuales se puede mitigar los efectos de dichos 
problemas. 
 
4.5.1. Tablero de Ajedrez 
La inestabilidad numérica del tablero de ajedrez conocida en la literatura como 
Checkerboard, se refiere a la formación de regiones en la topología óptima, en las cuales 
se alternan elementos finitos con material y sin él, dispuestos de forma similar a la 
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distribución de colores en un tablero de ajedrez [124]. La Figura 4.13 muestra una 
topología óptima en la cual aparece la inestabilidad tratada en este apartado.  
 
 
Figura 4.13. Inestabilidad de tablero de ajedrez o Checkerboard. Tomado de [124] 
 
Según Sigmund y Petersson [124] la inestabilidad de tablero de ajedrez fue considerada 
como una región que representaba un tipo de microestructura óptima, pero más 
adelante Díaz y Sigmund [125] y Jog y Haber [126], demostraron que el patrón del tablero 
de ajedrez se da por un mal modelamiento numérico, donde su formación es el resultado 
de la no convergencia de la solución del problema estructural, lo cual se debe a que este 
tipo de soluciones son más rígidas al cizallamiento que al arreglo de materiales 
distribuidos uniformemente para un volumen dado [85][115]. Existen algunas técnicas 
que ayudan generar topologías sin este tipo de conflictos, controlando esta inestabilidad; 
algunas de ellas son: Elementos finitos de alto orden, donde se aumenta el número de 
nodos por elemento [125][126], aplicación de filtros o control de gradientes, basados en 
las técnicas de filtros de procesamiento de imágenes [124], y algunas técnicas más 
recientes como la propuesta por Bruggi [127] o la sugerida por Pereira [128], donde la 
primera da solución al problema apelando al uso de un esquema de discretización a partir 
de elementos finitos mixtos, donde no sólo los desplazamientos son las variables 
principales, sino que los esfuerzos entran a hacer parte de la formulación; mientras la 
segunda discute y demuestra por medio de ejemplos numéricos el uso de elementos 
finitos poligonales, exhibiendo un método robusto y estable para la solución de 
problemas de OT con el cual  se elimina la formación del tablero de ajedrez. 
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4.5.2. Dependencia de la Malla 
El problema de dependencia de la malla, se refiere a la no obtención de la misma 
solución para diferentes tamaños de malla, es decir, que las topologías generadas son 
diferentes para distintas discretizaciones del dominio, tal como se puede verificar en la 
Figura 4.14.  
 
(a) 
 
(b) 
 
(c) 
 
Figura 4.14. Dependencia de la malla. (a) Discretización con 2700 EF; (b) Discretización 
con 4800 EF; (c) Discretización con 17200 EF. Adaptado de [88] 
 
Idealmente con refinamiento de la malla, debería resultar un mejor modelo de elementos 
finitos de la misma estructura óptima y no un modelo de una estructura diferente. Este 
problema puede ser dividido en dos categorías según Sigmund y Petersson [124], la 
primera de éstas es la no existencia de la solución al problema matemático y la segunda, 
la no unicidad de la solución, lo cual se da respectivamente por el refinamiento en la 
discretización del dominio estrictamente para mejorar el valor de la función objetivo y 
para obtener estructuras más finas aunque ya no haya necesidad de esto. Algunas 
técnicas utilizadas para disminuir este problema son: el aumento de restricciones en el 
problema de optimización o la aplicación de filtros en la implementación [85], lo cual se 
explicará en detalle más adelante. 
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4.5.3. Escala de Grises 
En el campo de optimización topológica, la escala de grises como se conoce en la 
literatura, hace referencia a la aparición de material intermedio en algunas regiones de la 
estructura, lo cual se da principalmente en los modelos de material con enfoque de 
penalización y es por esto que el valor de dicho factor debe ser seleccionado 
adecuadamente con el propósito de prevenir el surgimiento de valores intermedios en la 
pseudo densidades, teniendo presente no afectar la naturaleza de la relajación del 
problema, con el fin de evitar inconvenientes en la obtención de los resultados a causa de 
las inestabilidades numéricas que se puedan presentar al tratar de generar una solución 
discreta de optimización topológica (0 - 1). La Figura 4.15 ejemplifica el problema que se 
trata en este apartado. 
 
 
Figura 4.15. Escala de grises en una estructura. Tomada de [114] 
 
El problema de la escala de grises o de la generación de material intermedio o ficticio, 
influye negativamente en la solución, dificultando en la interpretación de los resultados 
finales y por consiguiente el proceso de fabricación. Este problema como se advirtió 
anteriormente puede ser mitigado modificando el valor de   en la ecuación Ecu 4.3 La 
Figura 4.16 muestra la influencia del valor de   en la obtención de las topologías, 
mostrando un aumento de la escala de grises con valores de   muy pequeños ( =1), la 
cual es va disminuyendo con valores más altos en el factor de penalización. Se debe tener 
en cuenta que la elección de un valor de   alto, por ejemplo 9, asemeja el problema a 
uno discreto, generando una serie de dificultades al hallar la solución, debido a las 
inestabilidades numéricas [85]. 
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P = 1 
 
P = 3 
 
P = 6 
 
P = 9 
Figura 4.16. Efecto del factor de penalización P. Tomado de [85] 
 
4.6. FILTROS 
 
En la solución de problemas del MOT, las técnicas de filtraje han sido ampliamente 
utilizadas con el fin de disminuir ciertas dificultades que dicho método tiene asociadas al 
usar el modelo de material SIMP [124], entre estas dificultades se encuentra la aparición 
de inestabilidades conocidas como la formación de tableros de ajedrez y la dependencia 
de la malla. Con la implementación de técnicas de filtrado además de disminuir estos 
efectos, se asegura una solución factible al problema de optimización restringiendo la 
variación espacial de las variables de diseño, el gradiente de la función objetivo o 
cualquier otra variable, condicionando correctamente el problema [88]. Otra de las 
ventajas del uso de filtros es que posibilita el control del tamaño mínimo de los 
elementos estructurales y de la complejidad de las estructuras diseñadas, evitando partes 
muy delgadas que son difíciles de manufacturar o pueden llegar a ser la causa de una 
falla de la estructura [129]. A continuación se explica algunos tipos de filtros 
implementados en el MOT. Para un mayor detalle sobre la evolución de estas técnicas, se 
recomienda el trabajo de Deaton, J. D. y Grandhi, R. V. [110] en el cual se hace un 
completo recuento de investigaciones realizadas alrededor de este tema. 
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4.6.1. Filtro de rejilla fija (Fixed Grid Filters) 
Este tipo de filtro propuesto por Swan y Kosaka es uno de los más sencillos, pensado para 
ser aplicado a mallas estructuradas de elementos finitos rectangulares, donde su 
principal ventaja se encuentra en la relación cercana con las técnicas de filtraje para la 
manipulación de imágenes, en las que cada elemento corresponde a un pixel, además se 
caracteriza y diferencia de los demás filtros por la manera en que se calcula el valor 
promedio del elemento filtrado. Este tipo de filtro únicamente tiene en cuenta los 
elementos vecinos con los cuales comparte nodos y/o aristas el elemento central, lo cual 
es una de sus grandes desventajas debido a la dependencia que tiene con la 
discretización de elementos finitos, ya que con mallas refinadas se obtienen topologías 
con miembros estructurales pequeños y difíciles de manufacturar [129]. 
 
4.6.2. Filtros espaciales 
Los filtros espaciales mejoran en gran medida el inconveniente que tiene el filtro de rejilla 
fija cuando es refinada la malla, lo cual genera diseños complejos por la disminución de 
su área de influencia. Las ventajas más relevantes de los filtros espaciales, en 
comparación con los de rejilla fija, se encuentran en que éstos evitan la dependencia de 
la malla, controlando el área de influencia y, por ende, la complejidad de las estructuras 
obtenidas mediante el MOT, aunque este control no sea muy estricto. La Figura 4.17 
ilustra el concepto del filtro espacial, allí el elemento filtrado se encuentra en centro de la 
circunferencia de color rojo y su centroide (centro del elemento finito) aparece resaltado 
con el mismo color. La influencia de este filtro depende del radio de la circunferencia, 
conocido como radio de filtro, donde aquellos elementos cuyo centroide se encuentren 
dentro del área de influencia, serán considerados en el proceso de promediación [129].   
 
90 Diseño de un Colector de Energía Piezoeléctrico (Energy Harvesting) 
 
 
Figura 4.17. Concepto del filtro espacial. Tomada de [129] 
 
La forma más simple que tiene el filtro espacial es el filtro lineal, con pesos dados por la 
ecuación: 
 
                      {   |          } Ecu 4.5 
 
Donde      es el radio de filtro,     la distancia entre los centroides del elemento i y el 
elemento j y     es el conjunto que contiene los vecinos del elemento i. Con esto, los 
valores promedio están dados por la ecuación Ecu 4.6. 
 
 ̂  
∑     
  
    
∑   
  
   
 Ecu 4.6 
 
Donde nv es el número de vecinos. 
Con el objetivo de utilizar el filtro espacial en cualquier tipo de malla, Cardoso y Fonseca 
[129] propusieron una versión espacial del filtro de Swan y Kosaka. En este filtro, los 
pesos son evaluados por la posición relativa de los vecinos con el elemento central. Esta 
propuesta tiene a su vez dos posibilidades, la primera conocida como AWSF (Average 
Weight Spatial Filter) la cual usa un peso promedio y su formulación se muestra en las 
ecuaciones Ecu 4.7 y Ecu 4.8 y la segunda denominada IWSF (Individual Weight Spatial 
Filter) que usa pesos individuales para cada vecino y su formulación es la que exhiben las 
ecuaciones Ecu 4.9 y Ecu 4.10. 
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  ̂  
       ̅̅ ̅ ∑     
  
   
     ̅̅ ̅ ∑   
  
   
 Ecu 4.7 
 
Donde 
  ̅̅ ̅  ∑
        
    
  
  
   
 Ecu 4.8 
 
  ̂  
     ∑        
  
   
   ∑      
  
   
 Ecu 4.9 
 
Donde 
    ∑
        
    
  
   
 Ecu 4.10 
 
Para estas ecuaciones a es la variable a ser filtrada,  ̂ es el valor filtrado,    es el volumen 
del elemento i, W es el factor de peso,   ̅̅ ̅ es un valor promedio de los factores de peso y 
nv es el número de elementos en    . 
Con base en lo anterior y tal como lo propusieron los autores, el filtro usado para obtener 
las topologías de esta investigación es el filtro espacial AWSF [129]. Este filtro es aplicado 
sobre los límites móviles de la PLS, lo cual tiene la ventaja de que los posibles valores que 
puede tomar la pseudo-densidad de cada elemento se relaciona con los elementos 
vecinos, lo cual implica que la variable de diseño de un elemento no difiere mucho de sus 
vecinos, evitando el tablero de ajedrez [130]. 
4.6.3. Filtros de proyección  
Este tipo de filtros, tal como los anteriores, tiene la finalidad de garantizar una solución 
factible para que el problema de optimización sea obtenido, evitando la formación de 
inestabilidades mencionadas en la sección 4.5 y generando topologías que puedan ser 
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fabricadas [131]. Varios esquemas han sido desarrollados recientemente para proyectar 
las densidades filtradas en el espacio 0-1 (sin material y con material) mediante la función 
de relajación de Heaviside ([132][133]) y de operadores basados en morfología 
(Morphology-based operators) ([134]). Estos esquemas son llamados métodos de 
proyección y además tienen la capacidad de efectuar control de tamaño [110], parámetro 
de gran importancia para garantizar la fabricación de las estructuras.  
La propuesta de Guest, J. K. [132][131] con su método de proyección que implementa la 
función de relajación de Heaviside, usa fracciones de volumen nodales para proyectar 
estos valores en los centroides del elemento y así determinar su fracción de volumen    
que será usada para determinar la topología y en consecuencia la rigidez y el volumen del 
material. Este cambio produce mejoras con respecto a los problemas de dependencia de 
malla y tablero de ajedrez, cumpliendo el criterio de tamaño mínimo de los miembros 
estructurales  sin restricciones adicionales, funciones de penalización o filtros [132]. 
La proyección de los valores nodales en un elemento requiere principalmente del 
conjunto de nodos incluidos en la proyección y la relación entre esos nodos y la fracción 
de volumen del elemento, para resolver el primer problema se utiliza el parámetro      y 
para el segundo existen varias posibilidades de las cuales aquí sólo se mencionará una. La 
identificación de los nodos incluidos en la proyección que tienen influencia en la fracción 
de volumen del elemento   se hace mediante el parámetro     ; así pues, los nodos que 
se encuentren dentro del radio que genera el subdominio   
  contribuyen al cálculo de 
  . Es importante señalar que      es una escala de tamaño físico, independiente de la 
malla como lo muestra la Figura 4.18a. La función de proyección lineal, por su parte,  
determina la fracción de volumen del elemento realizando un promedio ponderado de 
las fracciones de volumen nodales. Los pesos asignados a la fracción de volumen nodal 
son basados en la proximidad y por la colocación de una función de ponderación      en 
el centroide del elemento   ( ̅ ). Esta función de ponderación tiene una magnitud de 1 
en el centroide del elemento y decrece linealmente a 0 sobre la distancia      en todas 
las direcciones creando un cono con altura igual a uno y base       (ver Figura 4.18b). 
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Para una mayor precisión, la función de ponderación del elemento   tiene un soporte 
compacto  
  dado por: 
 
     
       ‖   ̅ ‖       Ecu 4.11 
 
La función de peso lineal es definida por: 
 
     ̅   {
      
    
        
 
                    
} Ecu 4.12 
 
Como se mencionó con anterioridad, la fracción de volumen del elemento   es denotado 
por   , además se define un conjunto auxiliar de variables nodales    se relacionan con la 
fracción de volumen del elemento por: 
 
   
∑        ̅
      
∑      ̅      
 Ecu 4.13 
 
Donde    es el conjunto de nodos en el dominio de influencia del elemento   (  
 ) y    es 
la posición del nodo  . 
  
(a) (b) 
Figura 4.18. Representación del método de proyección. Tomado de [132]. (a) Dominio de 
influencia y     ; (b) Función de ponderación     para el esquema de proyección lineal. 
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4.7. FORMULACIÓN DEL PROBLEMA DE OPTIMIZACIÓN 
 
Para el diseño del Energy Harvesting, se desarrolló un código de OT basado en [85][135], 
con el cual se generó una estructura flexible de aluminio que fue adaptada a un 
piezoeléctrico para aumentar el voltaje que genera dicha cerámica, lo anterior fue 
realizado partiendo de un dominio de diseño Ω, hasta encontrar el subdominio    con un 
volumen limitado   . En este proceso se planteó un esquema de solución en el cual no se 
consideró la modificación del PZT, ya que fue tomada la cerámica comercial PZT-5A ó 
850. Dicha solución se enfoca en el diseño de la estructura flexible sin considerar el 
piezoeléctrico; es decir, con ambos materiales desacoplados y basando su 
funcionamiento como Energy Harvesting en la hipótesis de que al maximizar los 
desplazamientos de dicha estructura, se aumenta la generación de energía del PZT. Para 
un mejor entendimiento se presenta la Figura 4.19 acompañada del planteamiento del 
problema de optimización. 
 
   
 
          { }
 { }  
          ∑     
 
   
      
                      
           
[ ]{ }  { } 
Ecu 4.14 
Figura 4.19. Esquema de solución  
 
Para el esquema de solución, ρi y     son las variables de diseño actual y anterior del 
elemento  , respectivamente, vi es el volumen del elemento  ,      y      son los límites 
móviles,    es el volumen total límite, { } es un vector compuesto de ceros, excepto para 
las posiciones correspondiente a los grados de libertad de salida     , donde el valor es 
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de 1, { } es el vector de desplazamientos obtenido al solucionar el problema por el MEF 
y  es el número de elementos finitos usados en la discretización.  
 
El abordaje de solución adoptado en esta investigación que se presentó en la Figura 4.19, 
por sus características, se convierte en el diseño de un mecanismo flexible mediante el 
MOT, que como se explicó anteriormente, es un proceso iterativo en el que se combinan 
técnicas de optimización con el Método de Elementos Finitos (MEF), y donde el problema 
de optimización se resuelve mediante Programación Lineal Secuencial (PLS). La 
característica principal de este esquema de solución es maximizar los desplazamientos en 
los nodos de salida      que se encuentran unidos al piezoeléctrico, esto después de 
aplicar una fuerza distribuida en la parte superior    , con lo cual se excita el PZT para la 
obtención del voltaje. La Figura 4.20a muestra el dominio de diseño con las condiciones 
de frontera del problema a resolver, que por su naturaleza simétrica puede ser 
solucionado considerando únicamente la mitad de la geometría, tal como lo exhibe la 
Figura 4.20b. Al hacer dicha simplificación del problema, se mejora el costo 
computacional, reduciendo el mismo y disminuyendo así los tiempos para la obtención 
de los resultados, además se garantiza una topología perfectamente simétrica, ya que si 
bien al considerar la geometría completa se obtienen estructuras que al parecer son 
exactamente iguales a lado y lado, éstas no lo son de forma perfecta debido a los errores 
numéricos y de redondeo que introducen los equipos de cómputo al resolver el algoritmo 
del MOT. 
 
  
(a) (b) 
Figura 4.20. Dominio de diseño. (a) Problema completo; (b) Aplicación de simetría 
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4.8. IMPLEMENTACIÓN DEL MOT 
 
El algoritmo utilizado para diseñar la estructura flexible de los Energy Harvesting se basa 
en el diagrama de flujo que se muestra en la Figura 4.21, que si bien es similar al de la 
Figura 4.4, su gran diferencia radica en la ampliación del bloque de solución del problema 
de optimización (Bloque gris). De acuerdo a esto para el diseño de los Energy Harvesting 
se parte del dominio fijo extendido que se tiene en la Figura 4.20b, éste a su vez es 
modelado mediante elementos finitos Q4 (cuatro nodos y ocho grados de libertad) 
usando una malla estructurada. La elección de este tipo de elemento se da porque tiene 
una formulación relativamente simple para ser implementada y además porque reduce el 
costo computacional al compararlo con elementos cuadrados de mayor número de nodos 
[85]. Después de la discretización, se resuelve el problema elástico mediante el MEF y a 
cada elemento finito se le asigna una variable de diseño  , conocida como la pseudo 
densidad de acuerdo al modelo de material SIMP [88], ésta se encarga de controlar si el 
elemento queda en la topología final       o no (   ). Posteriormente, al entrar en 
el bloque de solución del problema de optimización, cuyos sub-bloques se explicarán en 
detalle más adelante, se efectúa un análisis de sensibilidad en el cual se calcula el cambio 
en la respuesta estructural al hacer pequeñas modificaciones en las variables de diseño, 
seguidamente mediante los límites móviles, se limita el intervalo lineal de solución, y se 
procede a la aplicación de un filtro con el fin de controlar la complejidad de la topología 
resultante [129]; es decir, para evitar la aparición de miembros estructurales muy 
pequeños que hacen de la manufactura un proceso difícil y costoso, además para obtener 
topologías más definidas, evitando el tablero de ajedrez. Por último se soluciona el 
problema lineal de optimización y a partir de este punto se verifica el cumplimiento de 
algunos criterios de convergencia, realizando iterativamente el procedimiento anterior 
hasta alcanzarlos. Finalmente, si el resultado converge, los datos son graficados y la 
estructura es obtenida. 
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Figura 4.21. Diagrama de flujo para el diseño de las estructuras flexibles. Adaptado de 
[92] 
 
4.8.1. Programación Lineal Secuencial (PLS) 
La PLS es una técnica de programación matemática que resuelve un problema de 
optimización no lineal mediante la solución o aproximaciones de múltiples sub-
problemas lineales secuenciales, lo cual hace de manera eficiente inclusive si hay un gran 
número de restricciones y variables de diseño, característica que es general en los 
problemas de ingeniería. En la PLS la linealidad es obtenida aproximando la función 
objetivo y las restricciones no lineales mediante series de Taylor de primer grado 
alrededor de un punto de prueba (X0 o Xi para la Figura 4.22), además se definen 
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condiciones de frontera 
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restricciones adicionales para las variables de diseño llamadas límites móviles [85] 
[111][115] [112]. 
 
La aproximación local basada en series de Taylor para una función de varias variables es 
[112]: 
 
              ∑        (
  
   
)
    
 
   
 Ecu 4.15 
 
Debido a que el término       es una constante, no tiene influencia en el proceso de 
optimización y puede ser removido de la aproximación [112], por tanto la ecuación Ecu 
4.15 queda de la siguiente manera: 
 
        ∑        (
  
   
)
    
 
   
 Ecu 4.16 
Por tal razón, el problema optimización formulado mediante la PLS está dado por: 
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Ecu 4.17 
 
 
Como se puede observar, es necesario calcular las derivadas 
  
   
 y 
   
   
, lo cual se desarrolla 
posteriormente en la etapa de análisis de sensibilidades. Adicionalmente es necesario 
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determinar un    con el propósito de realizar la linealización en este segmento, lo 
anterior se explica en detalle en la sección de límites móviles. 
 
4.8.2. Análisis de Sensibilidad 
Como se advirtió en la explicación del diagrama de bloques anterior (Figura 4.21), el 
análisis de sensibilidad para el problema específico que acá se aborda, es el cálculo del 
cambio en la respuesta estructural al hacer pequeñas modificaciones en las variables de 
diseño (las cuales están relacionadas con cada nodo del dominio discretizado), lo que de 
forma más genérica sería evaluar el comportamiento de una función objetivo con 
respecto a los cambios en las variables de diseño. En términos matemáticos, la 
sensibilidad consiste en calcular los gradientes o derivadas de la función objetivo y 
restricciones con respecto a las variables de diseño, lo cual se hace debido a la necesidad 
de linealizar la función objetivo por medio de series de Taylor de primer grado [85][114]. 
Para el caso del diseño de la estructura flexible de los Energy Harvesting se calcularon las 
sensibilidades del problema mediante el método adjunto, ya que éste produce el mismo 
resultado que el método directo, aunque es importante precisar que existen diferencias 
desde el punto de vista computacional, ya que el método directo es más eficiente cuando 
el número de variables de diseño es menor que el número de restricciones y contrario a 
esto, el método adjunto es más eficiente cuando el número de variables de diseño es 
mayor que el número de restricciones [85][112]. Lo anterior es lo que sucede en la 
solución del problema de interés que se presentó en la ecuación Ecu 4.14, donde se 
observan únicamente dos restricciones, mientras las variables de diseño, al depender de 
la discretización del dominio de diseño, están en el orden de las unidades de mil. 
De acuerdo con la ecuación Ecu 4.14, la sensibilidad del problema que aborda este 
trabajo es: 
     
   
  
  { } { } 
   
 Ecu 4.18 
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Como { } es un vector de constantes, la ecuación Ecu 4.18 quedaría: 
 
     
   
 { } 
  
   
 Ecu 4.19 
 
 
Ahora, para hallar la derivada de  ; es decir, el cambio en los desplazamientos con 
respecto a las variables de diseño  , nos valemos del modelamiento del problema en 
elementos finitos [ ]{ }  { }, teniendo en cuenta que la matriz de conectividad [ ] 
por ser el ensamble de las matrices de cada elemento, depende de las variables de diseño 
  de acuerdo al modelo SIMP. 
 
 
   
 [     ]{ }  { }  Ecu 4.20 
 
Por regla de la cadena, la ecuación Ecu 4.20 quedaría: 
 
 
   
[     ]{ }  [     ]
 
   
{ }  
 
   
{ } Ecu 4.21 
 
Despejando de la ecuación Ecu 4.21  
 
   
{ }, y sabiendo que la derivada del vector fuerza 
es cero por ser una constante, se tiene que: 
 
 
   
{ }  [     ]
  ( 
 
   
[     ]{ }) Ecu 4.22 
 
Reemplazando la ecuación Ecu 4.22 en la ecuación Ecu 4.19 se obtiene la sensibilidad de 
la función objetivo: 
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[     ]{ }) Ecu 4.23 
 
Donde λ es: 
   { } [     ]
   Ecu 4.24 
 
4.8.3. Límites Móviles 
En la búsqueda iterativa de la solución del problema de optimización, el cual posee una 
función objetivo no lineal F(x) que ejemplifica la Figura 4.22, se hace necesario limitar el 
intervalo de solución del mismo con el fin de encontrar el máximo o mínimo de cada una 
de las funciones Flin(x) que linealizan la función objetivo en cada tramo o paso de la 
iteración. Estos límites del intervalo de solución, llamados límites móviles, deben ser 
calculados continuamente como se observa en la Figura 4.22, donde para el primer 
problema lineal son [X0
l, X0
u] y para el i-ésimo [Xi
l, Xi
u], cabe resaltar que el tamaño de 
cada intervalo varía según el tramo de la curva donde se encuentre, haciéndose más 
amplio en las zonas alejadas de un máximo o mínimo y más fino en los puntos más 
cercanos a éstos con el fin de mejorar la convergencia, lo anterior se lleva a cabo de 
acuerdo a la siguiente regla heurística que utiliza los tres últimos resultados obtenidos en 
la optimización (Iteración n, iteración n-1 e iteración n-2) [85]. 
 Fn - Fn-1 = Valor 1     
 Fn-1 - Fn-2 = Valor 2 
 Si Valor 1 está entre el 30% y el 60% de Valor 2, entonces los límites móviles son 
el 10% del punto óptimo. 
 Si Valor 1 es menor que el 30% de Valor 2, entonces los límites móviles son el 5% 
del punto óptimo. 
 Si Valor 1 es mayor que el 60% de Valor 2, entonces los límites móviles son el 15% 
del punto óptimo. 
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Figura 4.22. Aproximación lineal de la función objetivo y definición de los límites móviles. 
Adaptado de [115] 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
  
 
CAPÍTULO 5: Resultados 
5.1. DISEÑO DE UN ENERGY HARVESTING PIEZOELÉCTRICO MEDIANTE 
OPTIMIZACIÓN TOPOLÓGICA 
 
Tal como se planteó en la parte inicial de este texto, la metodología que se siguió para el 
desarrollo de los objetivos, los cuales giran en torno al diseño de un Energy Harvesting 
piezoeléctrico para la implementación en el calzado, preservaron el esquema de la 
Gráfica 1.1, donde se encierra principalmente tres etapas que son: diseño, simulación y 
fabricación. En este capítulo se explicará en detalle cada una de éstas y qué 
subcomponentes las integran, además se presentará los resultados de las pruebas 
experimentales y una revisión bibliográfica acerca de los circuitos que se han 
implementado para el almacenamiento de la energía generada por este tipo de 
dispositivos.  
 
5.1.1. Diseño 
 
El diseño del Energy Harvesting piezoeléctrico y principal objetivo de esta investigación, 
nació de la premisa dada por Anton y Sodano [2] sobre el piezoflextensional Cymbal 
(Figura 2.21c), en la cual se afirmó que era factible recuperar un porcentaje mayor de la 
energía mecánica aplicada a un piezoeléctrico al modificar la configuración en sus 
extremos, con lo que se lograba distribuir uniformemente la fuerza aplicada en el 
material, ayudando a soportar mayor carga y altas frecuencias de carga. De acuerdo a la 
conclusión anterior y a la aplicación específica del presente proyecto, el diseño del Energy 
Harvesting considera dos pilares fundamentales que son: El diseño del mecanismo 
óptimo que modifica los extremos del PZT para un mejor desempeño del dispositivo y la 
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actividad asociada al tipo de energía que se desea recolectar, que es en este caso, la 
biomecánica de la marcha humana enfocada a los miembros inferiores. 
 
5.1.1.1. Biomecánica de la marcha humana 
 
La caracterización de la marcha humana, o mejor aún el estudio de ésta en una persona 
normal; es decir, sin ninguna patología, aporta información valiosa para el diseño del 
Energy Harvesting en cuanto a la distribución de presiones platares, la cuantificación de 
las fuerzas de reacción del suelo y la cadencia o frecuencia a la cual ocurre este evento 
(definida como el número de pasos ejecutados en un intervalo de tiempo [136]). Estas 
características, en especial las dos primeras, dan respectivamente la posición en la cual se 
debe insertar el Energy Harvesting en la suela del zapato y la condición de frontera de la 
fuerza aplicada para el diseño de este dispositivo mediante el Método de Optimización 
Topológica. 
La marcha humana, tal como se puede observar en la Figura 5.1, es un proceso cíclico que 
empieza con el contacto inicial del talón de uno de los miembros inferiores, en este caso 
el derecho, y termina cuando éste vuelve experimentar otro contacto. Durante el gesto 
se pueden identificar dos fases generales que son válidas para ambos miembros: la fase 
de apoyo y la fase de oscilación, que al combinarse producen en el lapso de tiempo que 
dura el movimiento, varias etapas: tres bipodales y dos monopodales, las cuales ocurren 
de manera consecutiva así: apoyo bipodal, apoyo monopodal derecho, apoyo bipodal, 
apoyo monopodal izquierdo y apoyo bipodal. Estas etapas se dan a su vez por una serie 
de  eventos sucesivos que han sido ampliamente estudiados por diversos autores y 
divididos en subfases, como lo hizo Winter [137] y Perry [138], dichos eventos son: el 
contacto del talón con el suelo, el apoyo completo de la planta del pié, el despegue del 
talón o retropié, el despegue de los dedos o antepié, la oscilación del miembro y el 
siguiente contacto con el talón. Para esta investigación únicamente se consideró la fase 
de apoyo de uno de los miembros inferiores, con el fin de conocer las características más 
influyentes y su posible aporte, tanto en la generación de energía eléctrica, como en la 
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identificación de una de las principales condiciones de frontera para el proceso de diseño 
mediante el MOT  (cuantificación y cambio de las fuerzas de reacción del suelo durante la 
marcha). 
 
 
Figura 5.1. Fases de la marcha humana. Adaptado de [136] 
 
Para conocer las fuerzas de reacción del suelo cuando se desarrolla la marcha humana, se 
realizó el estudio de ésta en el Laboratorio de Análisis de Movimiento (ver Figura 5.2), 
perteneciente a la Fundación Universitaria María Cano de Medellín, donde fue analizada 
una persona de género masculino de 26 años de edad, con una estatura y peso promedio 
dentro de los rangos de la población colombiana, de acuerdo a los estudios realizados por 
el Banco de la República de Colombia [139][140] y el Instituto Colombiano de Bienestar 
Familiar [141], con los cuales se pudo establecer un peso promedio entre 66 y 74 Kg y una 
estatura promedio entre 1.67 y 1.70 m para personas de género masculino y entre 54 y 
62 Kg y 1.54 y 1.58 m para personas de género femenino. La elección de la población 
colombiana tuvo lugar, ya que esta investigación hace parte del desarrollo tecnológico e 
intelectual del país y además por la importancia de fijar un rango de edad, estatura y 
peso, debido a la influencia que tienen estos parámetros sobre la marcha humana, según 
autores como Chung y Wang [142], Collado et al  [143] y Pastor [144]. 
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Figura 5.2.Laboratorio de Análisis de Movimiento, Fundación Universitaria María Cano – 
Medellín. 
  
Al realizar el estudio de la marcha, se obtuvo las curvas  que aparecen en la Figura 5.3, las 
cuales corresponden a las fuerzas de reacción del suelo en dirección vertical, tanto para 
el miembro inferior derecho como para el izquierdo. Como es evidente, ambas gráficas 
son similares, debido a que es una réplica del movimiento para una persona sin ningún 
tipo de patología. Su forma se da según las subfases propuestas por Perry [138], donde se 
comienza con la fase de contacto inicial, continuando con la fase inicial de apoyo o 
respuesta a la carga, con las cuales se alcanza el primer pico; después, la fase media y la 
fase final de apoyo, hacen referencia a la concavidad que presenta la curva, para finalizar 
con la fase previa de oscilación en la que se genera el segundo pico. En general, el primer 
pico de la curva es ligeramente mayor que el segundo, lo que indica que en el talón se 
genera una fuerza de magnitud superior. Para la Figura 5.3 los valores del eje X 
corresponden al porcentaje del ciclo de la marcha y los que aparecen en el eje Y hacen 
referencia a la fuerza de reacción del suelo en Newtons, y se encuentran normalizados 
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con el peso corporal, por lo que el valor real de la fuerza en el primer pico de la curva 
dado por el miembro inferior derecho es de 820,95 N.  
 
 
(a) 
 
(b) 
Figura 5.3. Curvas de fuerza de reacción del suelo verticales. (a) Miembro inferior 
derecho; (b) Miembro inferior izquierdo. 
 
Una vez conocido el valor de la fuerza máxima, el paso siguiente es averiguar según la 
literatura, la distribución de presiones plantares, con el fin de ubicar el Energy Harvesting 
en la posición adecuada en cuanto a la mayor excitación; es decir, donde se genere el 
valor más alto de presión. Un primer indicio de esto lo da la curva de fuerzas de reacción 
lo cual es confirmado por Voegeli [145] en su estudio óptico-cinematográfico en el pasillo 
de espejos Ducrocquet sobre 200 pies normales, donde pudo observar que la forma 
clásica del desarrollo del paso (a. Choque del talón; b. Apoyo del talón, borde externo y 
antepié; c. Apoyo del antepié; d. Despeque del antepié) sólo tiene lugar en el 30% de los 
individuos, mientras en el restante 70% de los casos, el desarrollo del paso sucede en la 
forma descrita por Lelièver (ver Figura 5.4): a. Choque del talón; b. Apoyo del talón y 
antepié; c. Apoyo del talón, antepié y apoyo fugaz del borde externo; d. Apoyo del 
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antepié; e. Despegue del antepié. Estas fases de apoyo plantar fueron confirmadas en la 
actualidad mediante baropodometría electrónica [145]. 
 
 
Figura 5.4. Fases de apoyo plantar. Tomado de [145] 
 
La posición de mayores presiones plantares, aunque es claro que se encuentra en el talón 
o en el antepié, muda de una investigación a otra, ubicando este punto en uno y otro 
lugar según el estudio que se observe [146][147]. La variación de los resultados, tal como 
lo afirma Díaz et al [148] y Martínez [147], se da por los diferentes instrumentos, 
métodos y técnicas utilizadas, ya que por ejemplo, estas medidas en algunos casos se 
toman con una plantilla instrumentada que se inserta en el calzado, mientras en otros se 
hace caminando descalzo; por esta razón, para la investigación que se realiza, de acuerdo 
a la Figura 5.5 que muestra una baropodometría electrónica que ratifica lo mencionado 
anteriormente y conociendo que la fuerza más alta, según el estudio de la marcha, se da 
en el apoyo inicial, además que generalmente en este punto la suela tiene un espesor 
mayor, lo cual es apropiado para insertar allí el dispositivo recolector de energía, el 
Energy Harvesting será ubicado en la parte del talón. 
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Figura 5.5. Baropodometría en un pié normal (Sistema Biofoot/IBV®). Adaptado de [147]  
 
5.1.1.2. Diseño del mecanismo óptimo mediante el MOT 
 
El diseño del mecanismo óptimo mediante el MOT, siguió la formulación e 
implementación presentada en el Capítulo IV, para éste se fijaron los valores que se 
indican en la Tabla 5.1, con los cuales se dio inicio al proceso iterativo que originó las 
topologías óptimas que aparecen en la parte posterior, teniendo en cuenta la simetría 
con respecto al eje Y, lo anterior con el objetivo de disminuir el costo computacional 
asociado al método utilizado. 
 
Tabla 5.1. Parámetros de diseño y valores iniciales 
Longitud de la geometría en X 10mm 
Longitud de la geometría en Y 15mm 
Simplificación de estado plano Estado plano de deformación 
Discretización del dominio en X 90 
Discretización del dominio en Y 60 
Fuerza aplicada 820,95 N 
Fracción de volumen 30% 
Factor de penalización 3 
Radio de filtro 0.333 
Módulo de Young (E)         
Módulo de Poisson ( ) 0.33 
 
 
Con estos parámetros definidos se diseñaron 3 modelos que fueron usados para la 
construcción de los Energy Harvesting, los cuales surgen al aplicar una restricción 
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diferente de material en cada caso y mantener las demás iguales. El dominio de diseño 
del cual se parte es el que se muestra en la Figura 5.6a donde se aprecia la aplicación de 
la carga    , las restricciones de empotramiento y los desplazamientos que se desean 
maximizar (Uout). Las Figura 5.6b, c y d por su parte, exponen los dominios de diseño, 
donde sólo se considera la mitad de éste por su simetría, y adicionalmente se exhiben las 
restricciones de material impuestas sobre ciertos sectores del dominio de diseño.  
 
(a) 
 
(b) 
 
(c) 
 
(d) 
Figura 5.6. Dominios de diseño. (a) Dominio sin aplicar simetría; (b) Dominio modelo 1;   
(c) Dominio modelo 2; (d) Dominio modelo 3. 
 
Con el problema a resolver ya definido, el algoritmo del MOT previamente desarrollado 
busca iterativamente la distribución de material óptima que satisfaga las condiciones de 
diseño impuestas. Para ilustrar la evolución que va teniendo la topología a lo largo de 
este proceso, en el que agrega y quita material, se presenta la Figura 5.7 que 
corresponde al modelo 3 de la Figura 5.6d.  
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Iteración 3 Iteración 20 
  
Iteración 40 Iteración 50 
  
Iteración 60 Iteración 70 
 
 
Iteración 80 Iteración 100 
Figura 5.7. Proceso iterativo de diseño para el modelo 3 
 
De la misma forma en que se obtuvo el modelo 3, los demás modelos fueron realizados, 
teniendo en cuenta sus condiciones particulares de diseño. A continuación se muestra el 
dominio de diseño, la topología obtenida en MATLAB, la topología después de un 
posprocesamiento básico al exportarla de MATLAB a ANSYS y la estructura interpretada y 
lista para su manufactura de los modelos 1 (Figura 5.6b), 2 (Figura 5.6c) y 3 (Figura 5.6d) 
respectivamente. 
 
112 Diseño de un Colector de Energía Piezoeléctrico (Energy Harvesting) 
 
 
 
 
(a) (b) 
  
(c) (d) 
Figura 5.8. Mecanismo flexible – Modelo 1. (a) Dominio de diseño; (b) Topología MATLAB; 
(c) Topología con posprocesamiento básico; (d) Modelo interpretado 
 
 
 
 
(a) (b) 
  
(c) (d) 
Figura 5.9. Mecanismo flexible – Modelo 2. (a) Dominio de diseño; (b) Topología MATLAB; 
(c) Topología con posprocesamiento básico; (d) Modelo interpretado 
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(a) (b) 
  
(c) (d) 
Figura 5.10. Mecanismo flexible – Modelo 3. (a) Dominio de diseño; (b) Topología 
MATLAB; (c) Topología con posprocesamiento básico; (d) Modelo interpretado 
 
5.1.2. Simulación 
Una vez obtenidas las topologías de los tres modelos, se simularon en el software 
comercial ANSYS, donde se verificó el desempeño de cada una de éstas, tanto para las 
logradas en MATLAB con un posprocesamiento básico, como para las interpretadas, con 
el objetivo de comparar cuánto cambian. Las siguientes figuras: Figura 5.11, Figura 5.12. y 
Figura 5.13 muestran cada uno de los modelos simulados, evidenciando las condiciones 
de frontera impuestas. Para una mejor identificación, en cada una de las tres figuras, la 
primera fila corresponde a las simulaciones de las topologías con un posprocesamiento 
básco y la segunda a las simulaciones de las topologías interpretadas. 
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(a) (b) (c) 
Figura 5.11. Verificación Mecanismo flexible – Modelo 1. (a) Condiciones de frontera;     
(b) Desplazamientos en Y; (c) Suma de desplazamientos. 
 
 
 
 
 
 
 
(a) (b) (c) 
Figura 5.12. Verificación Mecanismo flexible – Modelo 2. (a) Condiciones de frontera;     
(b) Desplazamientos en Y; (c) Suma de desplazamientos. 
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(a) (b) (c) 
Figura 5.13. Verificación Mecanismo flexible – Modelo 3. (a) Condiciones de frontera;     
(b) Desplazamientos en Y; (c) Suma de desplazamientos. 
 
Al observar la suma de desplazamientos para cada una de las topologías (ver Tabla 5.2), 
se puede evidenciar que el Modelo 1 comparado con los demás, es el que posee los 
mayores  en un sector de los nodos de salida, mientras que el Modelo 2 presenta una 
distribución de desplazamientos continuos sobre los nodos donde se está maximizando, 
siendo equiparables a los del Modelo 1; para el caso del Modelo 3 se puede percibir los 
menores desplazamientos en la parte inferior con respecto a los otros dos y una deflexión 
y pandeo superior en los demás miembros estructurales, por tal razón se esperaría una 
menor generación de energía eléctrica con éste.  
 
Tabla 5.2. Rango de máximos desplazamientos en los nodos de salida de los tres modelos 
de mecanismos flexibles 
 Desplazamientos en Y (µm) Desplazamientos suma (µm) 
Posprocesado Interpretado Posprocesado Interpretado 
Modelo 1 (63.4; 72.2) (11.7; 14.1) (0.839; 0.944) (11.7; 14.1) 
Modelo 2 (18.3; 24.4) (7.26; 9.68) (18.3; 24.4) (7.26; 9.68) 
Modelo 3 (0.253; 0.304) (0.245; 0.286) (0.304; 0.355) (0.245; 0.286) 
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Para probar el desempeño del mecanismo flexible acoplado al PZT; es decir, del Energy 
Harvesting, se simuló cada uno de estos modelos con el fin de verificar la cantidad de 
voltaje que estaban generando, además se hicieron dos simulaciones más para 
comprobar si en efecto, al diseñar este tipos de dispositivos haciendo uso el MOT, se 
lograban mejoras en cuanto al voltaje generado. La Figura 5.14. muestra los resultados de 
las simulaciones, los cuales, para efectos de comparación, se pueden visualizar mejor en 
la Gráfica 5.1, donde se hace evidente el aumento en el voltaje con los Energy Harvesting 
M1 y M2, de esta manera al tomar como base el resultado de la simulación del PZT 
únicamente, se podría decir que al agregar un bloque de aluminio (con las mismas 
propiedades utilizadas para el diseño de las estructuras flexibles), aumenta el voltaje en 
un 0.94%. Haciendo esta misma comparación, el Energy Harvesting M1 tiene un aumento 
del 21.07%, mientras que el Energy Harvesting M2 del 26.73%; en cuanto al Energy 
Harvesting M3, como se había previsto en el análisis de las simulaciones consignadas en 
la Figura 5.13, donde se advirtió que se esperaría una menor generación de energía 
eléctrica, al compararla, resulta 6.18% menor que la alcanzada por el PZT, ratificando así 
lo que se había indicado recientemente, ya que gran parte de la energía mecánica 
aplicada la absorbe la estructura en la deflexión de sus miembros. 
 
  
 V = 6.36v 
(a) (b) 
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V = 6.42v V = 7.70v 
(c) (d) 
  
V = 8.06v V = 5.99v 
(e) (f) 
Figura 5.14. Voltaje generado por los Energy Harvesting. (a) Condiciones de frontera;      
(b) PZT solo; (c) PZT con un bloque de aluminio; (d) Modelo 1; (e) Modelo 2; (f) Modelo 3 
 
118 Diseño de un Colector de Energía Piezoeléctrico (Energy Harvesting) 
 
 
Gráfica 5.1. Comparación del voltaje generado por los Energy Harvesting 
 
5.1.2.1. Variación del material 
Una vez realizadas las simulaciones y después de constatar que ciertamente se logra 
aumentar la diferencia de potencial en el PZT, se modificó el tipo de material del 
mecanismo flexible que integra el Energy Harvesting (por sugerencia del profesor Silva, E. 
C. N.), con el propósito de conocer y cuantificar la influencia de éste en la cantidad de 
voltaje generado por el piezoeléctrico. Para lo anterior se compararon dos materiales, el 
primero de ellos, igual al utilizado en los diseños (aluminio 7075-T6,          , 
       ) y el segundo, acero (        ,      ). Esto se hizo únicamente para el 
Energy Harvesting M2, ya que como se vio anteriormente, es el que posee una mayor 
generación de voltaje, además se aplicaron las condiciones de frontera que aparecen en 
la Figura 5.14.a. La Figura 5.15 muestra el resultado, en el cual se aprecia una 
disminución de 0,68V al cambiar el material de la estructura flexible de aluminio a acero, 
esta reducción equivale a un 8.44% y por tanto se concluye, sólo para el caso específico 
de modificación de material, que el aluminio tiene un mejor desempeño. Es importante 
aclarar que estos resultados pueden variar al seleccionar un material más rígido como el 
acero antes de obtener los diseños mediante el MOT. 
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V = 8.06v 
 
V = 7.38v 
(a) (b) 
Figura 5.15. Influencia del material utilizado en la generación de voltaje. (a) Duraluminio 
(7075-T6); (b) Acero 
 
5.1.2.2. Modificación de las condiciones de frontera 
Con miras en diseño que debe tener el calzado, específicamente la suela, que hace parte 
del prototipo que se desarrolla en esta investigación, se analizó, mediante simulación, la 
influencia que tienen las restricciones de empotramiento en la parte inferior del PZT (ver 
Figura 5.14.a). Este análisis se realiza por sugerencia del profesor Silva, E. C. N. a partir de 
la analogía que se hace, después de conocer la propuesta de Reddy et al [149]. En este 
caso, se hace una perforación en una viga en voladizo, justo en la parte inferior donde se 
localiza la cerámica piezoeléctrica, como se ve en la Figura 5.16, esto con el fin de 
aumentar las deformaciones en este punto, lo que subsecuentemente aumentaría las 
deformaciones en el PZT y en consecuencia la diferencia de potencial en él. Con esta 
modificación en las condiciones de frontera, se pasa de generar 8.06V a 7.73V, 
decayendo la diferencia de potencial en 0.33V correspondiente a un 4.09% (ver Figura 
5.17). De esta manera, resulta mejor mantener las condiciones de frontera planteadas 
inicialmente (ver Figura 5.14a). 
120 Diseño de un Colector de Energía Piezoeléctrico (Energy Harvesting) 
 
 
Figura 5.16.Viga en voladizo Energy Harvesting con cavidad rectangular. Adaptado de 
[149] 
 
 
V = 7.73v 
(a) (b) 
Figura 5.17.Modificación de las condiciones de frontera. (a) Condiciones de frontera;      
(b) Energy Harvesting M2 con nuevas condiciones de frontera. 
 
5.1.3. Fabricación 
La etapa de fabricación está compuesta principalmente por el proceso de corte de las 
cerámicas piezoeléctricas y el ensamble de éstas con los mecanismos diseñados mediante 
el MOT, dichas etapas se explicarán en detalle a continuación. 
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5.1.3.1. Corte de las cerámicas PZT 
 
El corte de la piezocerámica 850 (Navy II o PZT-5A) fue realizado en el Laboratorio de 
Ultrasonido de la Escuela Politécnica de la Universidad de São Paulo, para el cual se 
utilizó el equipo Buehler Isomet 4000 que aparece en la Figura 5.18, y además se utilizó 
agua como refrigerante con el fin de no permitir el aumento de la temperatura en el 
material para evitar una posible despolarización del mismo. 
 
 
Figura 5.18. Equipo de corte Buehler Isomet 4000. 
 
A este equipo se le adaptó un disco fabricado con dos tipos de materiales, siendo el más 
externo, es decir el que tiene el primer contacto con la superficie de corte, diamantado y 
con un espesor de 0,3mm, tal como se ve en la Figura 5.19a, donde también se puede 
observar la probeta que se encuentra sobre la plataforma circular, razón por la cual la 
cerámica es pegada sobre un vidrio con geometría semejante que encaja perfectamente 
en la plataforma y es sujetado allí por medio de una ventosa que se encuentra en el 
centro. 
La manera de fijar la cerámica al vidrio es con cinta doble faz y para evitar que ésta se 
despegue e ingrese agua entre la cinta y el PZT en el proceso de corte, se sella con una 
resina de miel de abeja y extracto de pino tal como se muestra en la Figura 5.19b. 
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(a) 
 
(b) 
Figura 5.19. Montaje para el corte. (a) Disco diamantado; (b) Probeta de corte 
 
La cerámica piezoeléctrica sin modificar, cuyas dimensiones son de 30x30x10 mm, se 
cortó en tres partes de aproximadamente 30x10x10mm; para esto se realizaron dos 
cortes con las siguientes características: el primero se hizo con una velocidad del disco de 
5000rpm y un avance de 5.5mm/min, mientras que en el segundo se le aumentó la 
velocidad de avance a 12.7mm/min. Comúnmente cuando se ejecuta este tipo de cortes, 
debido a que el material del disco no es completamente diamantado, se genera una 
deflexión en él, de tal manera que la parte más masiva del material que se está cortando, 
ejerce un empuje sobre el disco en sentido opuesto y hace que el corte tenga una 
desviación. En el caso del corte de esta piezocerámica, al aumentar la velocidad de 
avance, este efecto fue evidente y puede ser apreciado en la Figura 5.20. 
 
 
Figura 5.20. Corte final de la piezocerámica 
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5.1.3.2. Ensamble del Energy Harvesting  
El ensamble de cada modelo de Energy Harvesting diseñado fue realizado de la misma 
forma: primero se dispuso el PZT y se soldó con estaño uno de los cables a la terminal 
negativa, esta soldadura se realizó con un cautín cuya temperatura máxima se ubicó por 
debajo de la temperatura de Curie (360 0C  para el PZT-5A), con el objetivo de evitar su 
despolarización; luego con pega conductiva se unió la superficie del PZT con la de la 
estructura diseñada (ver Figura 5.21), no sin antes insertar, entre las superficies donde 
hace contacto la estructura flexible y PZT, el siguiente cable que generar el empalme con 
la terminal positiva del PZT, y por último se dejó secar durante 48 horas.  
 
 
Figura 5.21. Pega conductiva de plata usada en el ensamble. 
   
De esta manera los modelos ensamblados y listos para ser probados son los que 
aparecen en la Figura 5.22. Es importante resaltar que antes de hacer la manufactura de 
las estructuras flexibles en aluminio, la cual se efectuó usando corte por agua, se pensaba 
construir los Energy Harvesting con las dimensiones del PZT sin modificar (30x30x10 mm), 
pero debido al efecto cónico que dicho corte forma sobre las piezas manufacturadas (ver 
Figura 5.23), se optó por hacer los modelos con una profundidad menor (30x10x10 mm). 
Otra particularidad de estos modelos es que en su interpretación se agregó material en 
algunos puntos del dominio, particularmente en la parte superior e inferior, 
correspondientes a la superficie de aplicación de la carga y de contacto con el PZT 
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respectivamente; debido a esto, el Energy Harvesting M3, quedó con la dimensión de 
altura aproximadamente 1mm menor que el  M1 y el M2. 
  
 
(a) (b) (c) 
Figura 5.22. Energy Harvestig ensamblados. (a) Modelo 1; (b) Modelo 2; (c) Modelo 3 
 
 
 
 
Figura 5.23. Efecto cónico del corte por agua. 
 
5.1.3.3. Construcción de prototipos 
El diseño y la construcción de los prototipos es un paso de suma importancia para la 
verificación experimental de los Energy Harvesting originados, por tal motivo, en primera 
instancia fue manufacturado un arquetipo en la suela de un zapato, tal como se presenta 
en la Figura 5.24, donde después de efectuar una perforación para la inserción del 
dispositivo generador de energía eléctrica, se tuvo que rellenar con resina epóxica al igual 
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que las concavidades adyacentes para brindar un mejor soporte. Una vez llevado a cabo 
esto, se abrió nuevamente el agujero en el cual se dispone el Energy Harvesting, 
quedando listo para las pruebas. 
 
 
 
 
Figura 5.24. Manufactura de la suela del zapato para el prototipo de laboratorio 
 
Subsecuente a la construcción del prototipo en la suela y después de haber sido testado 
satisfactoriamente, se procedió a la adaptación de un zapato deportivo como el expuesto 
en la Figura 5.25, para éste se realizó un procedimiento similar al mencionado 
anteriormente. En primer lugar se identificó el punto donde se posicionaría el Energy 
Harvesting, luego se abrió un agujero en la entresuela del tamaño del dispositivo 
generador de energía; para más tarde unirlo mediante un orificio con la parte posterior 
del mismo, con el propósito de sacar los cables para la conexión. Como última medida, 
debido a que este tipo de calzado incorpora una cámara de aire justo debajo del talón, 
fue necesario rellenarla con masilla plastiflex, por dos motivos principalmente: el primero 
para evitar que al momento de las pruebas se rompiera, ya que el espacio para el Energy 
Harvesting se encontraba a la altura de la cámara de aire del zapato y el segundo para 
garantizar la condición de frontera de empotramiento en la parte inferior, tal como fue 
simulado (ver Figura 5.14) 
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(a) (b) (c) 
Figura 5.25. Prototipo en calzado deportivo. (a) Concavidad para el Energy Harvesting;    
(b) Agujero para la salida de las conexiones; (c) Cámara de aire rellena 
 
5.1.4. Resultados de Prototipos Fabricados 
Las pruebas realizadas con el objetivo de verificar el desempeño de los Energy Harvesting 
construidos, para el prototipo de la suela, se llevaron a cabo en el Laboratorio de 
Sensores y Actuadores de la Escuela Politécnica de la Universidad de São Paulo. Primero 
se hizo una  prueba experimental sólo con el piezoeléctrico, en la que se pudo alcanzar 
un pico máximo de voltaje de 2.48V al hacer la medida en vacío; es decir, directamente 
entre las terminales del piezoeléctrico (ver Figura 5.26). 
 
 
 
(a) (b) 
Figura 5.26. Prueba con el PZT. (a) Prototipo en suela; (b) Voltaje obtenido 
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Todos los resultados obtenidos con este prototipo, fueron realizados experimentalmente 
caminando con la suela atada al pie, garantizando así el gesto de la marcha humana para 
la generación de energía eléctrica. Es importante anotar que las pruebas fueron 
realizadas de la misma forma para cada modelo de Energy Harvesting (M1, M2 y M3) 
incluyendo la prueba con el PZT solo. En la Figura 5.27, Figura 5.28 y Figura 5.29 se 
pueden ver los resultados. 
 
 
 
 
(a) (b) (c) 
Figura 5.27. Prueba del prototipo en suela. (a) Energy Harvesting M1; (b) Prototipo;           
c) Voltajes 
 
 
  
(a) (b) (c) 
Figura 5.28. Prueba del prototipo en suela. (a) Energy Harvesting M2; (b) Prototipo;                
(c) Voltajes 
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(a) (b) (c) 
Figura 5.29. Prueba del prototipo en suela. (a) Energy Harvesting M3; (b) Prototipo;    
(c) Voltajes 
 
La Gráfica 5.2 agrupa los resultados de las pruebas realizadas con cada uno de los 
modelos de Energy Harvesting diseñados, además se añaden los resultados de la prueba 
hecha sólo con el PZT, con el fin de hacer una comparación general. Como se puede 
observar el pico más alto de voltaje se consigue con el Energy Harvesting M1, alcanzando 
2.8V, conjuntamente en 3 de las 18 muestras tiene valores de voltaje superiores a las 
demás curvas. El segundo pico de voltaje más alto es de 2.48V y se da en la prueba con el 
PZT solo; sin embargo, el desempeño del Energy Harvesting M2 muestra una buena 
conversión de voltaje, manteniendo unos valores más constantes que los demás y más 
altos en 5 de las 18 muestras. En cuanto al Energy Harvesting M3, la generación de 
voltaje es menor respecto a los demás modelos y al PZT, la razón por la cual sucede esto, 
es porque después de la interpretación de las topologías, este modelo quedó con la 
dimensión de altura menor, lo cual influyó negativamente al momento de aplicarle 
fuerza, porque el dispositivo quedó al nivel de la concavidad de la suela del zapato y no se 
logró excitar lo suficiente. 
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Gráfica 5.2. Resultado experimental del prototipo en la suela 
 
Con base en los resultados generados en las pruebas, y presentados anteriormente, se 
construyó una tabla comparativa con los valores pico y promedio (ver Tabla 5.3); donde 
se contrastaron dichos valores con las simulaciones para verificar el porcentaje de error 
entre los resultados teóricos arrojados (simulaciones) y los resultados prácticos de las 
pruebas experimentales. Como se puede ver, el modelo 2 es el que posee el menor error 
(haciendo la comparación con el valore pico), mientras el modelo 1 por su parte, muestra 
el mismo comportamiento (haciendo la comparación con el valor promedio). Entre tanto, 
el modelo 3 es el que presenta los errores más altos, debido a su dimensión, como se 
explicó anteriormente. También se debe dejar claro que aunque el PZT y los tres modelos 
de Energy Harvesting muestran errores bastante grandes comparados con las 
simulaciones, que en este caso representan los valores teóricos, una razón por la que 
esto se da, es porque las simulaciones no consideran la parte elástica de la suela y la 
entresuela del zapato que se encuentran entre el dispositivo piezoeléctrico y el piso, las 
cuales absorben parte de la energía que se aplica en el PZT, haciendo que se modifiquen 
las condiciones de frontera reales y que no coincidan con las ideales. Esto tiene una 
mejora sustancial con el prototipo del calzado deportivo (ver Tabla 5.4) 
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Tabla 5.3. Comparación de resultados del modelo en suela 
Energy 
Harvesting  
Voltaje pico 
experimental 
[V] 
Voltaje 
promedio 
experimental  
[V] 
Voltaje 
simulación 
[V] 
% error 
voltaje pico y 
simulación 
% error voltaje 
promedio y 
simulación 
M1 2.8 1.09 7.70 63.6 85.8 
M2 1.68 0.95 8.06 79.2 88.2 
M3 0.23 0.13 5.99 96.2 97.8 
PZT 2.48 1.08 6.36 61.0 83.0 
 
Para el ensayo del prototipo del calzado deportivo, se verificó el desempeño de cada 
modelo de Energy Harvesting (M1, M2 y M3). La prueba para cada uno de éstos consistió 
en caminar durante aproximadamente 1.5 minutos en una caminadora a una velocidad 
de 3.5 millas por hora, lo cual corresponde a dos pasos por segundo que es 
aproximadamente la cadencia de la marcha en una persona normal [144]. Con estas 
condiciones se obtuvo los resultados que exponen la Figura 5.30, Figura 5.31 y Figura 
5.32. Adicional a esto, se verificó la respuesta de un MFC puesto bajo la plantilla del 
zapato, en la parte media del pié, concerniente a la zona del arco plantar interno como lo 
muestra la Figura 5.33a. 
 
 
 
(a) (b) (c) 
Figura 5.30. Prueba del prototipo en el calzado deportivo. (a) Energy Harvesting M1;    
(b) Ensayo; (c) Voltajes 
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(a) (b) (c) 
Figura 5.31. Prueba del prototipo en el calzado deportivo. (a) Energy Harvesting M2;    
(b) Ensayo; (c) Voltajes 
 
 
 
 
(a) (b) (c) 
Figura 5.32. Prueba del prototipo en el calzado deportivo. (a) Energy Harvesting M3;    
(b) Ensayo; (c) Voltajes 
 
  
 
(a) (b) (c) 
Figura 5.33. Prueba del prototipo en el calzado deportivo. (a) MFC; (b) Ensayo; (c) 
Voltajes 
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La Gráfica 5.3 recopila los resultados obtenidos de las pruebas experimentales en el 
prototipo del calzado deportivo, en ésta se puede ver una generación de voltaje 
promedio muy similar en los tres modelos de Energy Harvesting, aunque sus picos 
máximos difieren entre sí. Para el caso del voltaje promedio, el mejor desempeño lo tiene 
el Energy Harvesting M1, seguido del M2 y dejando por último el M3; lo mismo sucede al 
comparar los picos máximos. En cuanto al MFC, la diferencia de potencial lograda, no 
sobrepasa el voltio, tanto para el voltaje promedio como para el pico máximo, lo cual 
puede ser causado por la despolarización del material al superar la deformación máxima 
[55]. Es importante aclarar que los voltajes fueron medidos en circuito abierto. 
 
 
Gráfica 5.3. Voltaje generado en el prototipo del calzado deportivo 
 
Con el propósito de comparar los resultados conseguidos experimentalmente en el 
prototipo del calzado deportivo, con los alcanzados mediante simulación, se elaboró la 
Tabla 5.4, donde al contrastar el porcentaje de error para el valor pico de cada modelo de 
Energy Harvesting, se hace evidente la disminución que éste tiene en relación a los 
alcanzados con el prototipo de la suela del zapato; de igual forma sucede al analizar los 
errores del voltaje promedio, en esta oportunidad también hubo una mejora sustancial 
en comparación con el prototipo de la suela, sin embargo éste sigue siendo bastante alto, 
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aunque podría reducirse al utilizar una suela y entresuela más rígida que haga el 
problema real más aproximado al simulado. Por su parte el MFC, pensado como sistema 
alternativo de generación de energía, en esta aplicación específica no exhibe un buen 
desempeño, aunque así lo proponen sus fabricantes, en cambio en sistemas vibrantes 
como vigas en voladizo u otras aplicaciones como en alas de vehículos aéreos no 
tripulados [150], muestra mejores respuestas; pese a esto, podría considerarse para 
obtener un mayor voltaje en conjunto. 
 
Tabla 5.4. Comparación de resultados del modelo en calzado deportivo 
Energy 
Harvesting  
Voltaje pico 
experimental 
[V] 
Voltaje 
promedio 
experimental  
[V] 
Voltaje 
simulación 
[V] 
% error 
voltaje pico y 
simulación 
% error voltaje 
promedio y 
simulación 
M1 8.24 4.57 7.70 7.0 40.6 
M2 7.28 4.03 8.06 9.7 50.0 
M3 6.64 4 5.99 10.9 33.2 
MFC 0.704 0.45 N.A N.A N.A 
 
 
5.1.5. Carga de condensadores 
Con el propósito de almacenar la energía eléctrica que es recuperada con el prototipo 
diseñado, fue implementado un circuito rectificado de onda completa en vacío; es decir, 
sin carga y con carga como el que aparece en la Figura 5.34a y la Figura 5.34b 
respectivamente, los cuales según la revisión de la literatura, en la mayoría de los casos, 
son usados para acondicionar la señal en aplicaciones de Energy Harvesting, tal como se 
muestra en los estudios realizados por Shenck, N. S. y Paradiso, J. A. [7], Rocha et al. 
[151], Fathil et al. [20], entre muchos otros que serán mencionados más adelante.  
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(a) (b) 
Figura 5.34. Circuito esquemático para cargar un condensador. (a) Sin carga; (b) Con 
carga. Adaptado de [152] 
 
La primera etapa de este experimento consistió en cargar un condensador de 470µF con 
la energía eléctrica generada por un MFC dispuesto sobre una viga en voladizo, la cual se 
excitó con un oscilador o shaker durante un minuto a su máxima amplitud. La Figura 
5.35a muestra el montaje físico, mientras la Figura 5.35b exhibe la señal de entrada 
(amarilla) que es el voltaje generado por el MFC y la de salida (azul) medida sobre el 
condensador. Como es evidente, el circuito electrónico cumple su función y se almacena 
en el capacitor 4.8V aproximadamente (en vacío). Esta prueba experimental se efectuó 
con el objetivo de conocer el desempeño del circuito, y evaluar si su respuesta era buena 
para llevarlo posteriormente la prueba con el prototipo del calzado deportivo. 
 
 
 
(a) (b) 
Figura 5.35. Carga de un condensador de 470µF con un MFC. (a) Montaje experimental; 
(b) Resultados 
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El paso que se siguió después de los resultados satisfactorios obtenidos con el oscilador, 
fue implementar el mismo circuito en el prototipo del calzado deportivo, en esta 
oportunidad se hizo de manera similar a las pruebas elaboradas con cada modelo; así 
pues, se realizó el gesto de la marcha humana descrita en la sección 5.1.1.1 en una 
caminadora a una velocidad de 3.5 millas por hora, y con la energía generada se cargó el 
capacitor. Para esto se almacenó la energía en un condensador de 220µF en vacío, con el 
que se logró un voltaje de 14.5V aproximadamente (ver Figura 5.36a), valor que cae 
sustancialmente a 2.8V aproximadamente al agregar una carga de R igual a 100KΩ en 
paralelo al elemento acumulador de energía (ver Figura 5.36b). Igualmente ocurrió al 
modificar el capacitor por uno de 470µF, con éste el voltaje que se alcanzó en vacío fue 
aproximadamente de 12.5V (ver Figura 5.37a), el cual cae a 2.8V aproximadamente al 
agregar la misma carga del experimento anterior (ver Figura 5.37b). 
 
Los resultados del almacenamiento en el condensador son bastante satisfactorios, ya que 
además de que se logra cargarlo, se genera una potencia de 78.4µW para una carga de 
100KΩ. Con base en esto, en la Tabla 5.5 se hace un pequeño resumen de algunos 
dispositivos de baja potencia que podrían llegar a funcionar con sistemas de alimentación 
de esta naturaleza. 
 
 
 
(a) (b) 
Figura 5.36. Carga del capacitor de 220µF. (a) En vacío; (b) Con una resistencia de carga 
en paralelo de 100KΩ 
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(a) (b) 
Figura 5.37. Carga del capacitor de 470µF. (a) En vacío; (b) Con una resistencia de carga 
en paralelo de 100KΩ 
 
Tabla 5.5. Elementos de baja potencia 
Producto Fabricante Descripción Especificaciones 
MSP430x1xx 
Texas 
Instruments  
Microcontrolador de 16 
bits 
Consumo: 200uA max 
Consumo RAM: 0.7uA 
Voltaje: 1.8 -3.6V 
CC2520 
Texas 
Instruments 
Transmisor RF en 2.4Ghz 
IEEE 802.15.4/ZigBee  
Consumo RX: 18.5 mA -
50 dBm 
Consumo TX: 33.6 mA + 
5dBm 
Voltaje:1.8-3.8V 
ADS1192 
Texas 
Instruments 
Medidor de biopotencial 
Elaboración de ECG 
Consumo: 335uW/canal 
Voltaje: 2.7-5.25V 
Análogo 
Voltaje: 1.7-3.6V Digital 
TMP006 
Texas 
Instruments 
Sensor de temperatura 
MEMS 
Consumo: 1uA/apagado 
Consumo: 240uA 
Voltaje: 2.4-5.5V 
TPS63025x 
Texas 
Instruments 
Conversor Buck-Boost de 
alta eficiencia 
Consumo: 35uA 
Voltaje entrada: 2.3-5.5V 
Voltaje de salida: 2.3-
3.6V 
TMS320C5000 
Texas 
Instruments 
Procesador digital de 
señal DSPs 
Potencia en standby: 
0.15mW 
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Producto Fabricante Descripción Especificaciones 
LB-41  
Texas 
Instruments 
Referencia de precisión 
5V 
10uA (1uA -10 mA) 
TMP102 
Texas 
Instruments 
Sensor de temperatura 
digital 
1.4V-3.6V 
1uA-10uA 
LP5521 
Texas 
Instruments 
Controlador de 
iluminación LED 
0.2uA-1.5mA 
MAX6605 Maxim Integrated 
Sensor de temperatura 
análogo 
+2.7V _ +5.5V 
Consumo corriente: 
10µA  
HSDL-3208 LITEON 
Transreceptor infrarrojo 
115.2 kbit/s  
Consumo corriente: 1uA-
200uA 
Consumo voltaje: 6.5V 
TFBS4711 
Vishay 
Semiconductors 
Transreceptor infrarrojo 
serial SIR, 115.2 kbit/s,  
Consumo: 2.4 V to 5.5 V  
70uA 
Distancia de transmisión 
8 m 
PCF8566 
NXP 
Semiconductors 
Periférico universal LCD  
Consumo voltaje: 2.5V- 
6V  
Consumo de corriente: 
30uA 
MCP3202 Microship 
Conversor 
análogo/Digital 12-Bit  
Voltaje: 2.7V-5.5V 
Corriente satanby: 
500nA - 5 µA máximo 
ATtiny2313A 
/4313 
ATMEL Microcontrolador 8-Bit 
1.8 – 5.5V 
190 µA - 1.8V y 1MHz 
SN5445 
Texas 
Instruments 
Decodificador/Conductor 
BCD a decimales 
Voltaje: 4.75V ~ 5.25V 
Corriente: 40µA, 1.6mA 
 
 
5.1.6. Carga de Batería 
Con base en las propuestas circuitales y en la electrónica desarrollada para las múltiples 
aplicaciones de Energy Harvesting, producto de las diversas investigaciones que se han 
realizado en esta área del conocimiento, en este trabajo se planteó la posibilidad de 
almacenar en una batería la energía generada, para esto se realizó una revisión 
bibliográfica que se consigna en la Tabla 5.6, donde se hace un resumen con los 
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principales resultados obtenidos en cada investigación, especificando algunas 
características como el tipo de batería que se usa, con qué aplicación se implementa, si se 
propone un circuito, si éste tiene control para el almacenamiento y si hubo montaje 
físico; esto con el fin de identificar, construir y poder implementarlo en el presente 
estudio. 
 
Tabla 5.6. Carga de batería con Energy Harvesting 
*T. Carga: Tiempo de carga. NE: No se especifica. 
Características 
principales 
Carga de 
baterías 
Aplicación 
Se 
propone 
circuito 
Control 
Montaje 
físico 
Referencia 
Eficiencia – T. Carga: 
1 hora 
Potencia o Energía: 
40mAh 
Voltaje salida: 0.22V 
máx 
SÍ 
Tipo: 
NiMH 
PZT en 
calzado 
SÍ NO SÍ [153] 
Eficiencia – T. Carga: 
NE 
Potencia o Energía: 
17mW 
Voltaje salida: 3.3V 
max 
SÍ 
Tipo: NE 
PZT Red de 
sensores 
inalámbricos 
SÍ SÍ NO [154] 
Eficiencia – T. Carga: 
NE 
Potencia o Energía: 
60uA-Pulso 
Voltaje salida: 100 V 
SÍ 
Tipo: NE 
PZT Carga de 
baterías 
SÍ NO SÍ 
 
[155] 
Eficiencia – T. Carga: 
NE 
Potencia o Energía: 
NE 
Voltaje salida: NE 
SÍ 
Tipo: NE 
PZT Red de 
sensores 
inalámbricos 
SÍ SÍ SÍ 
 
[156] 
Eficiencia – T. Carga: 
NE 
Potencia o Energía: 
NE 
Voltaje salida: 1.24-
60V 
SÍ 
Tipo: NE 
PZT-4 Red de 
sensores 
inalámbricos 
SÍ NO NO 
 
[157] 
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Características 
principales 
Carga de 
baterías 
Aplicación 
Se 
propone 
circuito 
Control 
Montaje 
físico 
Referencia 
Eficiencia – T. Carga: 
61% 
Potencia o Energía: 
100nW 
Voltaje salida: 5V max 
NE 
PZT Red de 
sensores 
inalámbricos 
SÍ SÍ SÍ 
 
[158] 
Eficiencia – T. Carga: 
65% 
Potencia o Energía: 
2.6mW 
Voltaje salida: 4.5V 
NE 
Piezoeléctric
o en calzado 
SÍ SÍ NO 
 
[159] 
Eficiencia – T. Carga: 
NE 
Potencia o Energía: 
1.62mJ 
Voltaje salida: 3.6V 
NE 
MFC Red de 
sensores 
inalámbricos 
NO NO NO 
 
[160] 
Eficiencia – T. Carga: 
NE 
Potencia o Energía: 
55mJ 
Voltaje salida: NE 
NE 
503 Double 
Quick-
Mount 
Acueducto 
SÍ NO SÍ 
 
[161] 
Eficiencia – T. Carga: 
NE 
Potencia o Energía: 
100mAh 
Voltaje salida: 1.8-
2.31V 
SÍ 
Tipo: NE 
PZT–5H Red 
de sensores 
inalámbricos 
SÍ SÍ NO 
 
[162] 
Eficiencia – T. Carga: 
NE 
Potencia o Energía: 
NE 
Voltaje salida: NE 
SÍ 
Tipo: NE 
PZT–5H Red 
de sensores 
inalámbricos 
SÍ SÍ NO [163] 
Eficiencia – T. Carga: 
NE 
Potencia o Energía: 
NE 
Voltaje salida: NE 
SÍ 
Tipo: NE 
PZT–5H Red 
de sensores 
inalámbricos 
SI SÍ NO [164] 
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Características 
principales 
Carga de 
baterías 
Aplicación 
Se 
propone 
circuito 
Control 
Montaje 
físico 
Referencia 
Eficiencia – T. Carga: 
NE 
Potencia o Energía: 
(37.5 – 0.312 – 119.5) 
W 
Voltaje salida: 3.5 – 
4.2V 
SÍ 
Tipo: Li-
ion 
NiCd-
NiMh 
PZT Carga de 
baterías 
SÍ NO NO [165] 
Eficiencia – T. Carga: 
NE 
Potencia o Energía: 
NE 
Voltaje salida: 2.1-
2.8V 
SÍ 
Tipo: 
NiMH 
PVDF Carga 
de batería 
con una 
llanta de un 
carro 
SÍ SÍ NO [166] 
Eficiencia – T. Carga: 
2.5 horas 
Potencia o Energía: 
NE 
Voltaje salida: 5V 
SÍ 
Tipo: Li-
ion 
PZT Carga de 
batería 
SÍ NO SÍ [167] 
Eficiencia – T. Carga: 
71% 
Potencia o Energía: 
45 nJ 
Voltaje salida: 3V max 
SÍ 
Tipo: NE 
PZT Red de 
sensores 
inalámbricos 
SÍ SÍ NO [168] 
Eficiencia – T. Carga: 
85% 
Potencia o Energía: 
10-100uW 
Voltaje salida: 5V 
SÍ 
Tipo: NE 
PZT Red de 
sensores 
inalámbricos 
SÍ SÍ NO [169] 
Eficiencia – T. Carga: 
55% 
Potencia o Energía: 
198,21uW 
Voltaje salida: 2.4V 
SÍ 
Tipo: NE 
PZT Carga de 
batería con 
un oscilador 
SÍ SÍ NO [170] 
Eficiencia – T. Carga: 
NE 
Potencia o Energía: 
NE 
Voltaje salida: 2V 
SÍ 
Tipo: Li-
ion 
PVDF 
Transmisión 
de RF 
SÍ NO NO [171] 
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Características 
principales 
Carga de 
baterías 
Aplicación 
Se 
propone 
circuito 
Control 
Montaje 
físico 
Referencia 
Eficiencia – T. Carga: 
NE 
Potencia o Energía: 
100uJ 
Voltaje salida: 3V 
NE 
PVDF en 
calzado 
SÍ SÍ NO [172] 
Eficiencia – T. Carga: 
NE 
Potencia o Energía: 
33 uW max 
Voltaje salida: NE 
NE 
PZT Red de 
sensores 
inalámbricos 
SÍ SÍ SÍ [173] 
Eficiencia – T. Carga: 
NE 
Potencia o Energía: 
50uAh 
Voltaje salida: 4.1V 
SI 
Tipo: NE 
Piezoeléctric
o Red de 
sensores 
inalámbricos 
SÍ NO SÍ [174] 
Eficiencia – T. Carga: 
NE 
Potencia o Energía: 
NE 
Voltaje salida: NE 
SÍ 
Tipo: 
LiPON 
LiCoO2 
PVDF 
Calzado 
SÍ NO SÍ [151] 
Eficiencia – T. Carga: 
NE 
Potencia o Energía: 
60uW 
Voltaje salida: 3.93V 
NE 
PZT Red de 
sensores 
inalámbricos 
NO NO NO [175] 
Eficiencia – T. Carga: 
NE 
Potencia o Energía: 
10pW 
Voltaje salida: 2uV 
NE 
Piezoeléctric
o oscilador 
NO NO NO [176] 
Eficiencia – T. Carga: 
85% 
Potencia o Energía: 
NE 
Voltaje salida: 20mV 
NE 
Piezoeléctric
o 
Transmisión 
de RF 
SÍ SÍ NO [177] 
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Características 
principales 
Carga de 
baterías 
Aplicación 
Se 
propone 
circuito 
Control 
Montaje 
físico 
Referencia 
Eficiencia – T. Carga: 
NE 
Potencia o Energía: 
1.671mW 
Voltaje salida: 3.1-
6.56V 
NE 
PZT 
Oscilador 
SÍ NO SÍ [178] 
Eficiencia – T. Carga: 
NE 
Potencia o Energía: 
1.3 - 8.4mW 
Voltaje salida: 5V 
SÍ 
Tipo: NE 
PZT y PVDF 
Calzado 
SÍ SÍ SÍ [7] 
Eficiencia – T. Carga: 
13.95% 
Potencia o Energía: 
33.84mW 
Voltaje salida: 1.8V 
SÍ 
Tipo:  
Li-ion, 
NiMH 
PZT-5A 
Oscilador 
NO NO SÍ [179] 
 
Según la revisión bibliográfica efectuada acerca de los circuitos electrónicos 
implementados para la carga de baterías usando los Energy Harvesting como fuente de 
potencia, se pudo identificar un esquema común para la gran mayoría de ellos, el cual 
contempla cuatro etapas que son: la generación con el colector de energía, la 
rectificación de la señal de voltaje obtenida, el acondicionamiento de la señal o control 
para la carga y el dispositivo almacenador (ver Figura 5.38). La mayor variación entre los 
diferentes circuitos evaluados, se encuentra principalmente en la etapa de rectificación  
donde se implementa una conmutación y en la etapa de acondicionamiento y control de 
carga, ya que este tema se ha venido investigando y es objeto de constantes variaciones, 
aunque es pertinente advertir que dichos cambios responden también al tipo de colector 
de energía con el que se desea cargar la batería.  
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Figura 5.38. Esquema para la carga de batería 
 
Con la finalidad de evitar las pérdidas asociadas a cada componente electrónico, el 
esquema presentado en la Figura 5.38 puede simplificarse al omitir la etapa de 
acondicionamiento y control de carga tal como lo hace Sodano, H. A. Inman, D. J. y Park, 
G. [152], Reddy, A. R. [149], Rocha et al.[151], Jain et al [37], Minazara, E. et al [180], etc.  
Así pues, en este trabajo se implementó la simplificación propuesta por los autores 
mencionados, y el circuito electrónico con el que se hizo la prueba de carga de la batería 
es el que aparece en la Figura 5.39, en el cual los picos de voltaje generados al caminar 
pasan por el puente rectificador volviéndolos todos positivos, posteriormente esta 
secuencia de pulsos son almacenados en el condensador de 220µF y el voltaje de éste es 
el que llega a la batería, no sin antes pasar por un diodo que evita el flujo de corriente de 
ésta hacia el resto del circuito impidiendo que se descargue. Es de anotar que este 
circuito puede tener una pérdida en tensión que oscila entre 1.5V y 3.5V según el tipo de 
diodos que se usen. 
 
 
Figura 5.39. Circuito implementado 
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La prueba realizada para la carga de la batería NiMH de 20mAh fue efectuada como las 
llevadas a cabo con cada modelo; es decir, una vez insertado Energy Harvesting M1 en el 
zapato, se anduvo durante una hora y cuarenta minutos sobre una caminadora a una 
velocidad de 3.5 millas por hora, con lo que se logró cargar la batería 108mV, ya que 
como lo exhibe la Gráfica 5.4, la batería inicia con una carga de 36mV y finaliza con 
144mV, mostrando un aumento de voltaje constante durante todo el tiempo de la 
prueba. 
 
 
Gráfica 5.4. Carga de batería con el Energy Harvesting diseñado 
 
Además de la carga de la batería, también se experimentó con el módulo comercial de 
Energy Harvesting EH300 desarrollado por Advanced Linear Devices INC. (ver Figura 
5.40a), el cual fue desarrollado específicamente para este tipo de aplicaciones y con el 
que se puede cargar un condensador, una batería y encender módulos con aplicaciones 
adicionales tales como microcontroladores y/o sensores. Dicho circuito acepta entradas 
instantáneas de voltaje entre 0 y +/- 500V AC o DC y corrientes de entrada desde 200nA a 
400mA para fuentes de Energy Harvesting que producen energía eléctrica constante o 
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intermitente (Caso del dispositivo diseñado), entregando a la salida un voltaje que puede 
ser seleccionado de 1.8V y 3.6V con lo que se puede energizar circuitos integrados tales 
como microprocesadores6.  
En esta oportunidad se procedió de igual modo que en las pruebas anteriores, 
obteniendo la curva de voltaje que aparece en la Figura 5.40b, medida en circuito 
abierto, que como se puede apreciar alcanza un voltaje de 1.1V regulados en una 
caminata de 32 minutos aproximadamente. 
 
 
 
(a) (b) 
Figura 5.40. Prueba con un circuito comercial. (a) Circuito EH300; (b) Curva de carga 
 
Con las pruebas anteriores se demuestra que es posible recuperar y reutilizar energía que 
usualmente se desperdicia, aunque como se evidenció, el proceso de acumulación es 
bastante lento particularmente en la batería, ya que el condensador cumple su función 
de almacenamiento relativamente rápido. Para hallar el tiempo que tomaría cargar la 
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batería de NiMH de 20mAh-1.2V con el colector de energía diseñado, se partirá de la 
prueba realizada donde se cargó un condensador, logrando una potencia de 78.4µW 
sobre una resistencia de carga de 100KΩ, lo cual equivale a una corriente de carga de 
28µA. Con estos valores, cargar la batería tardaría aproximadamente 714.3 horas; es 
decir, 29.8 días, lo cual experimentalmente requeriría de un equipo especial que emule el 
gesto de la marcha humana, aunque se podría disminuir el tiempo de carga usando una 
batería con un requerimiento menor de Ah y sumando los voltajes generados por dos o 
tres Energy Harvesting debajo del talón. 
Con base en los resultados obtenidos experimentalmente, a continuación se hará una 
comparación entre el modelo diseñado e implementado y otros modelos de Energy 
harvesting pensados para recuperar parte de la energía eléctrica que se desperdicia 
mientras sucede el movimiento de la marcha humana (ver Tabla 5.7). 
 
Tabla 5.7. Comparación entre el Energy Harvesting diseñado y otros Energy Harvesting 
que recuperan la energía de un ser humano al caminar 
Características eléctricas medidas 
Tipo de Energy 
Harvesting 
Experimental 
o simulación 
Referencia 
Potencia: 8.5mW 
Voltaje en circuito abierto: 704mV p-p 
Resistencia de carga: 3.3Ω 
Electromagnético Experimental [38] 
Potencia: 0.23mW 
Voltaje en circuito abierto: 43.8mV p-p 
Resistencia de carga: 1Ω 
Electromagnético Experimental [38] 
Potencia: 22.5mW 
Voltaje: 925mV 
Electromagnético Experimental [39] 
Potencia: 1.4mW  
Voltaje: 220V 
Corriente: 40µA 
Resistencia de carga: (103-108)Ω 
Triboeléctrico Experimental [42] 
Potencia: 132mW  
Voltaje en circuito abierto: 220V 
Corriente de corto circuito: 600 µA 
Triboeléctrico Experimental [43] 
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Características eléctricas medidas 
Tipo de Energy 
Harvesting 
Experimental 
o simulación 
Referencia 
Potencia: 49µW  
Voltaje en circuito abierto: (0.85-2.96)V 
Resistencia de carga: 40KΩ 
Piezoeléctrico 
(PZT) 
Experimental [44] 
Potencia promedio: 1.3mW 
Voltaje promedio: 9.8V 
Resistencia de carga: 250kΩ 
Piezoeléctrico 
(PVDF) 
Experimental [7] 
Potencia promedio: 8.4mW 
Voltaje promedio: 44V 
Resistencia de carga: 500kΩ 
Piezoeléctrico 
(PZT dimorph) 
Experimental [7] 
Potencia promedio: 18µW 
Voltaje: 3V 
Resistencia de carga: 500kΩ 
Piezoeléctrico 
(PZT) 
Experimental [172] 
Potencia: 78.4µW 
Voltaje: 2.8V 
Corriente: 28µA 
Resistencia de carga: 100KΩ 
Piezoeléctrico 
(PZT) diseñado 
mediante el MOT 
Experimental 
Resultados 
obtenidos en 
esta 
investigación 
 
Es difícil hacer una comparación acertada entre los diferentes Energy Harvesting 
mencionados anteriormente, ya que aunque éstos tienen el mismo objetivo en común, 
recuperar parte de la energía que se desperdicia al caminar, no todos usan el mismo 
transductor, ni todos reportan los resultados de las pruebas de igual forma; así pues, el 
prototipo que se diseñó, fabricó y probó en esta investigación podría ser confrontado con 
los de Li, W. G. N. et al [44],  Shenck, S. y Paradiso, J. A.[7] y Mateu, L. y Moll, F. [172] ya 
que son los que poseen mayor similitud al usar un PZT para generar energía. Al verificar 
los resultados y hacer una comparación en términos de potencia en los cuatro casos, el 
prototipo que resultó de esta pesquisa, posee el segundo valor más alto y un valor de 
voltaje bastante cercano al que reporta los autores Li, W. G. N. et al [44] y Mateu, L. y 
Moll, F. [172], pero que se desfasa de una manera contundente con los 44V que alcanza 
Shenck, S. y Paradiso, J. A.[7]. En cuanto a la corriente, los autores en cuestión no hacen 
mención explícita de la cantidad que alcanzan, por lo que se contrasta con lo que 
muestran los dos prototipos triboeléctricos que exhiben valores superiores, pero que se 
encuentran en el mismo rango de µA, en especial el mostrado por Hou, et al [42]. Con 
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base en esta comparación, se puede decir que los resultados son aceptables ya que se 
encuentran dentro de los que reporta la literatura para la actividad específica de caminar 
y que en otras aplicaciones su desempeño en algunos casos supera los promedios, 
mientras que en otros se encuentra por debajo. 
 
 
 
 
 
  
 
 
CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES 
Con base en las simulaciones realizadas, al comparar el voltaje generado por una 
cerámica piezoeléctrica, una con un bloque de aluminio unido y otra con una topología, 
todas tres excitadas por una misma presión, se puede concluir que el diseño de 
colectores de energía mediante el MOT mejora el desempeño de los Energy Harvesting 
piezoeléctricos, lo cual es difícil de afirmar al hacer la comparación con otros prototipos 
reales que reporta la literatura, ya que es difícil encontrar un parámetro claro para 
hacerlo debido al uso de diferentes transductores, a que en su mayoría muestran 
sistemas vibratorios que aumentan considerablemente su desempeño al trabajar en la 
frecuencia de resonancia en las pruebas con osciladores y a que en la carga de baterías o 
implementación de circuitos con etapa de regulación y control, por lo general sólo 
abarcan las simulaciones y se toman casos ideales. Sin embargo en el paralelo que se 
realizó entre el dispositivo construido y los colectores piezoeléctricos adaptados en 
zapatos, se ve un buen resultado que se encuentra dentro de lo que se ha desarrollado 
en el campo investigativo, mostrando inclusive algunos aspectos con características 
superiores.  
 
Una manera de hacer que los Energy Harvesting construidos sean una alternativa viable 
para la carga de baterías y para el funcionamiento de dispositivos electrónicos de baja 
potencia, es posicionar más de un dispositivo en el sitio de mayores presiones plantares y 
sumar la corriente de cada uno de éstos después de haber rectificado la señal; así pues, 
suponiendo dos dispositivos que generen 28µA cada uno (corriente lograda 
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experimentalmente en esta investigación), se cargaría una batería de 20mAh en 357 
horas (15 días); ahora bien, si se tienen 3, la carga sería en 238 horas (10 días) y así 
sucesivamente se podría lograr reducir este tiempo de carga. 
 
En relación con los resultados obtenidos en cada uno de los tres modelos de Energy 
Harvesting para los dos prototipos construidos, se hizo evidente la fuerte influencia que 
tiene el tipo de calzado, o mejor el material en que está fabricada la suela y la entresuela, 
sobre la generación de energía, ya que como se pudo observar en las pruebas 
experimentales, el porcentaje de error calculado tuvo una reducción considerable al 
cambiar de prototipo. Por esta razón, para una validación más fiel de los resultados 
experimentales, con respecto a las simulaciones, es primordial, además de considerar el 
Energy Harvesting con sus condiciones de frontera, tener en cuenta la suela del zapato 
donde irá a estar el dispositivo, ya que la elasticidad de ésta absorbe parte de la energía 
con la cual se excita el material, razón por la que se encuentra errores tan grandes en la 
comparación de resultados.  
 
Aunque los tres modelos de Energy Harvesting (M1, M2 y M3) fueron excitados con el 
mismo movimiento de la marcha humana en los dos prototipos (suela y calzado 
deportivo), es casi imposible generar la misma presión en cada paso, razón por la cual se 
observa valores diferentes en los voltajes medidos, inclusive en un mismo modelo. De 
acuerdo a esto, con el objetivo de mejorar los resultados, poder tener una buena 
caracterización y llegar a conclusiones más concretas en cuanto al desempeño de los 
dispositivos construidos; se propone la fabricación de un equipo para la verificación de 
cada Energy Harvesting, donde se pueda asegurar las condiciones de empotramiento y al 
cual se le pueda modificar y controlar la presión y la frecuencia a la cual es aplicada, de 
tal manera que se garantice las mismas condiciones de frontera para mejorar la 
repetibilidad del experimento, logrando unos datos más homogéneos y una disminución 
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en la incertidumbre causada por factores inherentes a las pruebas experimentales, con lo 
que a su vez podría obtenerse de forma completa la curva de carga de la batería sin que 
la duración del experimento sea una limitante.   
 
Como trabajo futuro se recomienda la implementación de un planteamiento alternativo 
para el diseño de los Energy Harvesting, donde se incluya en el proceso de optimización 
el material piezoeléctrico, de tal manera que no se maximice una variable indirecta como 
los desplazamientos de la estructura, sino que se maximice directamente el voltaje de la 
cerámica al modificar sólo las variables de diseño del aluminio. 
 
A manera de cuestionamiento y de autocrítica, se sugiere un estudio que pueda 
identificar y cuantificar el beneficio ambiental de los Energy Harvesting, realizando un 
balance entre la cantidad de energía que se logra generar y la cantidad de recursos que 
se debe usar para la fabricación de este tipo de sistemas, además de las emisiones 
asociadas a su construcción y los componentes nocivos como el plomo que en este caso 
fue utilizado 
 
 
 
  
 
ANEXO 1: Validación de las simulaciones en ANSYS 
Con el fin de validar los resultados obtenidos de las simulaciones realizadas en el 
software comercial ANSYS, se desarrolló un código de elementos finitos piezoeléctrico en 
MATLAB y se comparó el mismo problema básico que aparecen en la Figura A1.1, allí se 
puede observar una placa de PZT-5A de dimensiones 1x1, en la cual se usó la 
simplificación de estado plano de deformación y se discretizó el dominio en 4 elementos 
finitos, con las condiciones de frontera de empotramiento en la parte inferior.  
 
 
 Plane strain 
 Restricción de desplazamiento en la 
parte inferior en X y Y 
 Aplicación de fuerza en la parte 
superior de 100 
Figura A1.1. Problema para la validación del código desarrollado con condiciones de 
frontera. 
 
Después de hacer la simulación, se hizo la comparación entre los resultados generados en 
el software comercial ANSYS y los calculados con el código desarrollado en MATLAB. En la 
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Tabla A1.1 se consignan los valores obtenidos, en la cual se comparan por cada grado de 
libertad de cada elemento; además, se calcula la diferencia y el error. 
 
Tabla A1.1. Comparación de resultados ANSYS Vs código desarrollado 
Elemento 
Grado de 
libertad 
ANSYS 
Código 
PZT 
Diferencia 
% Error           
100*|(Re-Ex/Re)| 
1 
Ux 0 0 0 0 
Uy 0 0 0 0 
Volt 0 0 0 0 
2 
Ux -5,65E-10 -5,64E-10 5,00E-15 0,00088574 
Uy -1,33E-09 -1,33E-09 4,00E-15 0,000301318 
Volt -2,7131 -2,713123 2,26E-05 0,000832628 
3 
Ux -1,03E-09 -1,03E-09 3,10E-14 0,003022916 
Uy -3,16E-09 -3,16E-09 4,50E-14 0,00142216 
Volt -7,0968 -7,096753 4,73E-05 0,000666423 
4 
Ux 0 0 0 0 
Uy 0 0 0 0 
Volt 0 0 0 0 
5 
Ux 3,43E-25 0 3,43E-25 100 
Uy -9,89E-10 -9,89E-10 2,00E-15 0,000202175 
Volt -2,6851 -2,685113 1,27E-05 0,000471501 
6 
Ux 1,31E-24 0 1,31E-24 100 
Uy -1,92E-09 -1,92E-09 2,20E-14 0,001146371 
Volt -5,421 -5,421046 4,59E-05 0,000846 
7 
Ux 0 0 0 0 
Uy 0 0 0 0 
Volt 0 0 0 0 
8 
Ux 5,65E-10 5,64E-10 5,00E-15 0,00088574 
Uy -1,33E-09 -1,33E-09 4,00E-15 0,000301318 
Volt -2,7131 -2,713123 2,26E-05 0,000832628 
9 
Ux 1,03E-09 1,03E-09 3,10E-14 0,003022916 
Uy -3,16E-09 -3,16E-09 4,50E-14 0,00142216 
Volt -7,0968 -7,096753 4,73E-05 0,000666423 
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Como es evidente, la diferencia entre los dos resultados que se compararon, son valores 
muy pequeños, siendo el mayor igual a 2,259E-05; mientras que el mayor porcentaje de 
error fue de 0,003022916%. Se debe tener en cuenta que los resultados que aparecen 
resaltados con un error del 100%, se dan porque a diferencia de MATLAB, ANSYS no 
aproxima 3,43E-25 y 1,31E-24 a cero, lo cual convertiría automáticamente el error en 
cero. 
Con lo anterior se verifica que el código desarrollado es funcional y sus resultados son 
correctos, además también se corrobora que las simulaciones realizadas en ANSYS han 
sido bien logradas. 
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Resumen: El Método de Optimización Topológica (MOT) es una técnica computacional que permite 
diseñar estructuras óptimas, usando solamente una fracción de volumen del dominio de diseño total, sujeto a 
ciertas condiciones de contorno y cargas, distribuyendo dicha cantidad de material de forma óptima dentro del 
dominio. Este método maximiza o minimiza una función objetivo iterativamente combinando técnicas de 
optimización lineal con el Método de Elementos Finitos (MEF). En este trabajo, el MOT es usado para diseñar 
topologías óptimas para pinzas, las cuales son mecanismos flexibles donde su movilidad es dada a partir de la 
flexibilidad de sus miembros, ya que los mecanismos flexibles son estructuras monolíticas, es decir de una 
sola pieza, lo cual hace que no requieran de lubricación, ni ensamble de partes. Además de esto, dentro del 
trabajo que se presenta aquí, se muestra cómo los parámetros usados en el MOT, tales como la calidad de la 
malla, el tamaño de filtro, la fracción de volumen y la rigidez de la pieza de trabajo, pueden afectar las 
topologías en el diseño de las pinzas. 
Palabras clave: Método de Optimización Topológica (MOT), Método de Elementos Finitos (MEF), 
Mecanismos Flexibles, Programación Lineal Secuencial (PLS), Filtro Espacial, Diseño Óptimo, Diseño 
Asistido por Computador (DAC). 
 
Abstract: The topology optimization method (TOM) is a computational technique that allow optimal 
design of structures using only a volume fraction of the entire domain design subject to boundary conditions 
and loads, distributing this amount of material optimally into it. This method maximizes or minimizes an 
objective function iteratively combining linear optimization techniques with the Finite Element Method 
(FEM). In this work, the TOM is used to design optimal topologies for grippers, which are compliant 
mechanism where their mobility are given from the flexibility of its members. With this, the compliant 
mechanisms are monolithic structures and do not require lubrication and assembly of their parts. This work 
shows how the parameters used in the TOM (quality of the mesh, available material and size of the filter) can 
affect the obtained topologies in the design of grippers. 
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Key words: Topology Optimization Method (TOM), Finite Element Method (FEM), Compliant 
Mechanisms, Sequential Linear Programing (SLP), Spatial Filter, Optimal Design, Computer-Aided Design 
(CAD) 
 
1 INTRODUCCIÓN 
El Método de Optimización Topológica (MOT) es un método computacional que permite 
diseñar estructuras óptimas, distribuyendo una determinada cantidad de material en el interior de un 
dominio de diseño [1]. Para ello, el método maximiza o minimiza una función objetivo específica, 
combinando de forma iterativa técnicas de optimización con el Método de los Elementos Finitos 
(MEF) [2]. El MOT se ha extendido ampliamente en la academia y en la industria, donde algunas 
de sus aplicaciones son diseño de estructuras vibrantes, transductores piezoeléctricos, 
microactuadores electro-termo-mecánicos (MEMS), mecanismos adaptativos o flexibles, entre otros 
[3]. En especial estos últimos, son una nueva categoría de mecanismos, donde el movimiento es 
dado por la flexibilidad de la estructura y no por la presencia de juntas y pines. Los mecanismos 
flexibles son estructuras que ganan su movilidad a partir de la flexibilidad de sus miembros, en 
oposición a su contraparte, los cuerpos rígido [4], y generalmente son construidos de una única 
pieza [5]. La simplicidad en su manufactura, la reducción de los costos de ensamble, la reducción 
de fricción entre piezas, del desgaste, del ruido y su capacidad para adoptar esquemas de actuación 
poco convencionales son algunas de las ventajas de estos mecanismos [6].  
Existen dos enfoques para el diseño sistemático de mecanismos flexibles basados en el MOT: el 
enfoque cinemático (kinematics based approach) [7] y el enfoque continuo (continuum based 
approach) [4], [8], [9]. En el primer enfoque, una topología conocida es representada y sintetizada 
usando barras como cuerpos rígidos y acoplados mediante resortes, mientras que la aproximación 
basada en el continuo está enfocada en la determinación de la topología, forma y tamaño de los 
mecanismos. La segunda aproximación es usada en este trabajo. 
El uso del MOT para el diseño de mecanismos flexibles mediante el enfoque continuo fue 
introducido por  Ananthasuresh  et al. [10] y posteriormente, Sigmund [4] modelo la fuerza de 
salida del mecanismo flexible mediante un muelle que captura la naturaleza de la pieza de trabajo, 
situada en la salida del mecanismo y permite el control del comportamiento de entrada y salida 
utilizando la ventaja mecánica como función objetivo. Frecker et al. [8] utilizan la optimización 
multicriterio para el diseño de mecanismos, y luego presentaron la síntesis de topologías flexibles 
con múltiples puertos de entrada y salida, utilizando como función objetivo una combinación entre 
la ventaja mecánica y geométrica del mecanismo [11]. Saxena y Ananthasuresh [12] diseñaron 
mecanismos flexibles que seguían trayectorias. En cuanto a los métodos de optimización empleados 
para la obtención de la topología para mecanismos flexibles mediante el MOT se puede citar el 
método de homogeneización basado en microestructuras [13], la interpolación SIMP (Solid 
Isotropic Material with Penalization) [14], el método Level Set [15] o la versión sencilla del método 
ESO, aplicada satisfactoriamente para el diseño de mecanismos flexibles planos con fuerzas 
aplicadas directamente [16]. 
 
2 DEFINICIÓN DEL PROBLEMA 
En el diseño de mecanismos flexibles con un grado de libertad usando el MOT, la deformación 
en un punto de salida prescrito en una dirección específica (    ) es usada como la función 
objetivo. Debido a que el mecanismo actúa sobre una pieza de trabajo, ésta es modelada como un 
resorte con rigidez   , el cual influye en la rigidez de toda la estructura del mecanismo flexible, 
pues dependiendo del valor de   , se pueden obtener dos clases de diseños: los orientados a la 
fuerza (   grande) y los orientados al desplazamiento (   pequeño). Una flexibilidad adecuada es 
considerada esencial para estos mecanismos, pues se requiere que tengan una estructura 
suficientemente flexible con el fin de permitir los desplazamientos requeridos en el punto de interés 
y adicionalmente, dicha estructura también necesita ser lo suficientemente rígida para poder 
soportar las cargas externas a las cuales se encuentra sometida.  
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El problema que se aborda en este trabajo es el diseño de una pinza mediante el MOT, para la 
cual son definidos algunos parámetros invariantes, tal como los son: la geometría, su tamaño, las 
restricciones de desplazamiento y las cargas a las cuales será sometida la pieza. La Figura 1a 
muestra el dominio de diseño completo  , con los puntos de aplicación de las cargas externas y las 
restricciones de desplazamientos. Cabe anotar que se hará uso de la simetría en eje  , de tal forma 
que al reflejar el dominio de diseño presentado en la Figura 1b con respecto al eje  , se obtiene una 
pinza normalmente abierta y al aplicar la fuerza     se obtiene un desplazamiento     . 
 
  
a)  b)  
Figura 1. Dominio de diseño con sus condiciones de frontera, a) completo y b) parte simétrica. 
Unidades en mm. 
 
Con el propósito de disminuir el costo computacional que se requiere para resolver este tipo de 
problemas, y aprovechando la naturaleza simétrica que tiene este problema en particular, se puede 
enfocar la solución únicamente a la mitad de la geometría presentada en la Figura 1a, de esta 
manera el nuevo problema tendrá algunas variaciones con respecto al anterior, ya que el dominio de 
diseño sólo será la mitad, aparecerán nuevas restricciones de desplazamiento y se modificará el 
valor de la fuerza externa aplicada. La Figura 1b muestra el nuevo problema, así, a partir de éste se 
variarán parámetros como el tamaño de la malla usada en la discretización del dominio de diseño, la 
cantidad de volumen máxima permitida en el diseño final y tamaño de filtro usado para controlar la 
complejidad de la topología resultante y la rigidez de la pieza de trabajo [17].  
 
3 METODOLOGÍA 
El diseño de mecanismos flexibles mediante MOT es un proceso iterativo en el cual se combinan 
técnicas de optimización con el Método de Elementos Finitos (MEF), en donde el problema de 
optimización se resuelve mediante el método de Programación Lineal Secuencial (PLS). La  
Figura 2 muestra el algoritmo genérico empleado para diseñar mecanismos flexibles mediante el 
MOT, donde se parte de un dominio inicial, el cual es discretizado en elementos finitos Q4, usando 
una malla estructurada o no dependiendo de la complejidad de dicho dominio. Posteriormente se 
resuelve el problema elástico mediante el MEF y a cada elemento se le asigna una variable de 
diseño  , conocida como la pseudodensidad (modelo de material SIMP), la cual controla si el 
elemento queda en la topología final (   ) o no (   ). Posteriormente se efectúa una análisis 
de sensibilidad en el cual se calcula el cambio en la respuesta estructural al hacer pequeñas 
modificaciones en las variables de diseño, en términos matemáticos, la sensibilidad consiste en 
calcular la derivada de la función objetivo con respecto a las variables de diseño, lo cual se hace 
debido a la necesidad de linealizarla por medio de series de Taylor de primer grado, puesto que el 
problema de optimización planteado es no lineal y para facilitar su solución, dicho problema se 
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resuelve iterativamente, donde en cada iteración se soluciona un problema lineal. En esto consistes 
la PLS, en resolver problemas lineales en cada iteración (secuencial). En la PLS se debe limitar el 
espacio de solución de cada variable de diseño, lo cual se logra mediante el uso de los límites 
móviles [18]. Es por ello que el siguiente paso del MOT es el cálculo de dichos límites. Luego de 
esto se debe aplicar un filtro con el fin de controlar la complejidad de la topología resultante [17], es 
decir, para evitar la aparición de miembros estructurales muy pequeños que hacen de la 
manufactura un proceso difícil y costoso. A continuación se procede con la solución del problema 
lineal de optimización. A partir de este punto se verifica el cumplimiento de algunos criterios de 
convergencia, realizando iterativamente el procedimiento anterior hasta alcanzarlos. Finalmente, si 
el resultado converge, los datos son graficados. 
 
 
Figura 2. Algoritmo del MOT usando PLS aplicado al diseño de mecanismos flexibles. 
 
El problema de optimización topológica consiste en encontrar el subdominio    con un volumen 
limitado V*, incluido en el dominio de diseño predeterminado   que optimiza una función objetivo 
dada  ( ) dependiente de las variables de diseño. La forma canónica del problema de optimización 
aplicado al diseño de mecanismos flexibles se muestra en la Ec. (1). 
 
   
 
 ( )       { }
 { }  
          ∑     
 
   
                                      
(1) 
Donde ρi y     son las variables de diseño actual y anterior del elemento  , respectivamente, vi es 
el volumen del elemento  ,      y      son los límites móviles, V* es el volumen total límite, { } es 
un vector compuesto de ceros, excepto para la posición correspondiente al grado de libertad en la 
dirección del desplazamiento de salida     , donde el valor es de 1, { } es el vector de 
desplazamientos obtenido al solucionar el problema por el MEF y   es el número de elementos 
finitos usados en la discretización. 
Como se dijo antes, en la PLS se debe calcular los límites móviles a fin de controlar el espacio 
de solución mediante el control de la variación del valor de las variables de diseño. Los límites 
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móviles se deben ir modificando en cada iteración con el fin de mejorar la convergencia, para esto, 
se puede aplicar la siguiente regla heurística con base en los tres últimos resultados obtenidos de la 
función objetivo [18]:  
a.                 
b.                   
c. Si         está entre el 30% y el 60% de        , entonces los límites móviles son el 10% 
de  . 
d. Si         es menor que el 30% de        , entonces los límites móviles son el 5% de  . 
e. Si         es mayor que el 60% de        , entonces los límites móviles son el 15% de  . 
Por otro lado, el filtro que se usará será el filtro espacial AWSF propuesto por [17]. Este filtro es 
aplicado sobre los límites móviles, tal y como lo propusieron los autores, can la ventaja de que los 
posibles valores que puede tomar la pseudodensidad de cada elemento, esté relacionada con los 
elementos vecinos, lo cual implica que la variable de diseño de un elemento no difiere mucho de sus 
vecinos, evitando el tablero de ajedrez [10].  
 
4 RESULTADOS 
La influencia de la calidad de la malla, la cantidad de material disponible, así como el tamaño 
del filtro, son parámetros evaluados en la obtención de las topologías, además de esto, también se 
verifica la influencia de la rigidez de la pieza en el desplazamiento del punto de salida. También es 
preciso resaltar que aunque otros parámetros como el factor de penalización, el número de 
iteraciones del MOT, el criterio de convergencia, el valor inicial de las variables de diseño, entre 
otros; son también influyentes en la topología final, en este trabajo no se considera su estudio. 
Finalmente, se evalúa el desempeño de una topología óptima obtenida mediante el MOT, usando un 
software comercial de elementos finitos.  
En la Figura 1b se presentó el dominio de diseño simétrico para el diseño de una pinza que 
normalmente tiene una abertura y al aplicarle una fuerza, dicha abertura crece para sujetar una pieza 
de mayor tamaño y al dejar de aplicar la fuerza, la pinza se cierra y sujeta la pieza de trabajo. El 
dominio de diseño es discretizado con elementos Q4, la fuerza aplicada es de         sobre la 
placa de aluminio 7075 T6 con módulo de Young igual a                     y con 
relación de Poisson de 0.33 [19]. El coeficiente de penalización usado en el modelo de material 
SIMP se usa para penalizar el módulo de Young (      ) y su valor es de 3. El máximo número 
de iteraciones permitidas en el MOT será de 200.  
 
4.1 VARIACIÓN DEL NÚMERO DE ELEMENTOS FINITOS 
Inicialmente se variará el tamaño de la malla para verificar cual es la más apropiada de usar. En 
la Figura 3 se presenta la topología al usar tres discretizaciones. Para la obtención de dichas 
topologías se usó una fracción de volumen de 0.3 y una rigidez de la pieza de trabajo de    
 
  
. 
 
   
a)  b)  c)  
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Figura 3. Variación del número de elementos usados en la discretización del dominio de diseño 
sólo en la parte simétrica. a)            , b)              y c)              . No 
se usa filtro. 
Como se puede apreciar de la Figura 3, usar mallas finas permite obtener diseños con contornos 
bien definidos; sin embargo, el costo computacional puede aumentar significativamente. Por otro 
lado, al usar diferentes mallas se obtienen diferentes topologías, y al aumentar el número de 
elementos en la malla para un mismo dominio de diseño, miembros estructurales más delgados 
aparecen. También se puede notar la aparición del tablero de ajedrez, inestabilidad numérica que 
consiste en zonas con elementos que alternan entre sólido y vacío (blanco y negro). Una solución al 
tablero de ajedrez es usar alguna técnica de filtrado [20]. Además de que el filtro puede solucionar 
el tablero de ajedrez, éste puede controlar la complejidad de la topología y hacer que el resultado no 
dependa de la discretización utilizada [17]. En la Figura 4 se presenta las tres discretizaciones 
usadas en la Figura 3, pero esta vez considerando el filtro AWSF. El radio de filtro se escala a las 
diferentes mallas con el fin de tener la misma área de influencia: 8 elementos vecinos, los cuales 
comparten por lo menos un nodo con el elemento filtrado.  
Se observa en la Figura 4 que el filtro disminuye la complejidad de la estructura, elimina el 
tablero de ajedrez y la dependencia de la topología con la malla (ver Figura 3). A pesar de las 
diferentes discretizaciones realizadas al dominio de diseño (ver Figura 1), las topologías mostradas 
en la Figura 4, en donde se usó filtro, son prácticamente iguales, a excepción de que cuando se usa 
una malla más fina, los contornos quedan mejor definidos. Por lo tanto, se prefiere el uso de la 
malla de        elementos finitos (Efs) para las siguientes variaciones de parámetros.  
 
   
a)  b)  c)  
Figura 4. Variación del número de elementos usados en la discretización del dominio de diseño 
sólo en la parte simétrica usando un radio de filtro equivalente de 8 elementos vecinos. a)    
        , b)              y c)              . 
 
4.2 VARIACIÓN DEL TAMAÑO DEL RADIO FILTRO  
El área de influencia del filtro (tamaño del radio de filtro), tiene una influencia directa en la 
complejidad de la topología [17], de esta forma, para evitar miembros estructurales delgado, 
entonces el radio de filtro debe ser grande, ya que la pseudodensidad toma el valor medio de un área 
mayor que de un radio de filtro pequeño. En la Figura 5 se presenta el resultado en el MOT al 
variar el radio de filtro usando la malla de        EFs, las mismas propiedades del material y 
parámetros del MOT usados en la sección 4.1. En la Figura 5 el tamaño del radio de filtro se escaló 
de tal forma que los vecinos del elemento filtrado sean 0, 8, 24 y 48 EFs, respectivamente.  
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d)  e)  f)  g)  
Figura 5. Variación del tamaño del radio de filtro usando una discretización del dominio de 
diseño de        EFs. El radio de filtro equivale a tener a) 0, b) 8, c) 24 y d) 48 EFs dentro del 
área de influencia del filtro.  
 
En la Figura 5 se puede notar que entre mayor sea el radio de filtro, menos elementos 
estructurales aparecen componiendo la topología obtenida con el MOT. Además, se puede observar 
que cuando el radio de filtro aumenta, la escala de grises (elementos con pseudodensidad 
intermedia) también lo hace, a pesar de haber usado un factor de penalización igual a 3, el cual hace 
“antieconómicos” dichos elementos [21]. La escala de grises se disminuyó haciendo uso de un 
artificio, desconectar el filtro 10 iteraciones después de la convergencia del MOT, lo cual permite el 
cambio brusco entre las variables de diseño vecinas y obteniendo de este modo topologías bien 
definidas (black and white design). De la Figura 5 se puede apreciar que la topología mejor 
definida es la que usa el filtro con 8 elementos vecinos; sin embargo, más miembros estructurales 
aparecen y en consecuencia es costosa su manufactura. En el caso en donde el filtro usa 48 EFs 
vecinos aparece mayor escala de grises, y el costo computacional se incrementa. En cambio, cuando 
el filtro usa 24 EFs vecinos, la topología queda bien definida y simple de fabricar, por lo cual se 
selecciona este tipo de filtro para hacer los estudios de los parámetros del MOT que faltan: la 
fracción de volumen y la rigidez de la pieza de trabajo.   
 
4.3 VARIACIÓN DE LA FRACCIÓN DE VOLUMEN  
En piezas de gran tamaño, el ahorro en material es uno de los principales reductores del costo 
general del proceso de manufactura y a pesar de que los diseños aquí presentados son pequeños y en 
consecuencia el consumo de material es poco, para una producción en línea, podría resultar 
significativo. Es por ello que la restricción de volumen es importante considerarla en el MOT, así 
sea para pequeñas piezas. Además, la restricción de volumen tiene otras funciones, como la de 
evitar que se formen islas de material desconectadas, la disminución de la escala de grises y el uso 
óptimo del material [21]. Luego, con el fin de identificar la fracción de volumen que mejor produce 
resultados en el MOT, en la Figura 6 se presenta las topologías conseguidas con este método al 
usar diferentes cantidades de material. El radio de filtro considerado fue de 24 EFs vecinos en una 
malla de 11.250 EFS, las propiedades del material del aluminio 7075 T6 y los demás parámetros del 
MOT, los considerados en la sección 4.1.  
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a)  b)  c)  d)  
Figura 6. Variación de la fracción de volumen en el MOT. a)    , b)    , c)     y d)    . 
 
Se observa en la Figura 6 que cuando la fracción de volumen es pequeña (0.1), los elementos 
estructurales son delgados, lo que puede ocasionar que las piezas diseñadas fallen prontamente. 
Cuando se incrementa el volumen permitido en el MOT a 0.2V (20% del volumen total del dominio 
de diseño) aumenta un poco el espesor de los elementos estructurales, pero la escala de grises 
también aumenta. Ya cuando la fracción de volumen es alta (0.6), la topología presenta zonas con 
acumulación de material y la restricción de volumen no queda activa, lo que significa que tanto 
material no es necesario. En conclusión, la mejor opción es usar una fracción de volumen 
intermedia, en este caso de 0.3. 
 
4.4 VARIACIÓN DE LA RIGIDEZ DE LA PIEZA DE TRABAJO 
Como se mencionó antes, dependiendo de la rigidez de la pieza de trabajo   , se logran obtener 
diseños orientados al desplazamiento o a la fuerza. En la Figura 7 se presenta las diferentes 
topologías obtenidas con el MOT para diversos valores de   . Se puede notar que cuando no existe 
pieza de trabajo (    ), la topología queda indefinida. Por otro lado, cuando se usa una pieza de 
trabajo poco rígida (     ), elementos estructurales quedan confusos, pues las pseudodensidades 
quedan con valores intermedios. Y si la rigidez es alta (       ), aparecen elementos con 
contornos curvados, los cuales son más costosos de manufacturar. Por lo tanto, en este trabajo se 
selecciona       , que es un valor apropiado para obtener topologías bien definidas y poco 
complejas.  
 
    
a)  b)  c)  d)  
Figura 7. Variación de la rigidez de la pieza de trabajo. a)         , b)          , 
c)             y d)             . 
 
4.5 ANÁLISIS MEDIANTE EL MEF DE LA PINZA 
Finalmente, para verificar el desempeño de la pinza obtenida con el MOT con los parámetros 
más adecuados (11.250 EFs, 24 EFs en el área de filtro, 0.3 de fracción de volumen y       ), en 
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la Figura 8 se presenta los resultados obtenidos en Ansys. Se consideran los elementos con 
pseudodensidad mayor a 0.1 al importar la topología. 
 
 
a)  
 
b)  
 
c)  
d) e) f)  
Figura 8. Resultados obtenidos en Ansys. a) Topología exportada, b) Topología interpretada, c) 
Aplicación de las condiciones de frontera, d) Desplazamientos en X, e) Desplazamientos en Y, f) 
Suma de desplazamientos   
 
5 CONCLUSIONES 
El diseño sistemático de mecanismos flexibles, y en especial el de pinzas flexibles mediante el 
MOT, es una valiosa herramienta computacional para la obtención de diseños innovadores y 
complejos con estructuras óptimas. Además, esta herramienta puede ser usada en la industria y en la 
academia para la solución de muchos otros problemas, como por ejemplo en el diseño de MEMS, 
de estructuras con máxima rigidez y otras tantas aplicaciones.  
Un estudio de los parámetros usados en el MOT conlleva a la obtención de topologías óptimas 
adecuadas, ya que en algunos casos, la mala combinación de dichos factores puede resultar en 
topologías inesperadas, provocando falsas conclusiones negativas acerca del método.  
Particularmente la pinza diseñada en este trabajo mediante el MOT, si bien cumple con los 
requisitos de diseño, los desplazamientos obtenidos en el punto de interés, no son muy altos. Esta 
dificultad se da como consecuencia de las aproximaciones y redondeos que implícitamente genera 
el método por su naturaleza numérica, además por la interpretación que debe efectuarse de la 
topología, especialmente en los puntos donde se genera material intermedio, lo que hacer que 
aparezcan conexiones débiles o más flexibles en ciertas partes de la estructura, las cuales terminan 
absorbiendo un mayor porcentaje de la fuerza, impidiendo que ésta logre ser transmitida al punto de 
mayor interés. Con base en estas dificultades, se propone un trabajo futuro para la implementación 
de técnicas que ayuden a reducir los problemas anteriormente mencionados y así obtener topologías 
con un mejor desempeño. 
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Resumen 
Los mecanismos flexibles (MFs) son estructuras monolíticas donde su desplazamiento se da gracias a la flexibilidad de sus miembros. 
Esto hace que los MFs presenten ciertas ventajas en comparación con sus homólogos, los cuerpos rígidos, tales como no requerir de 
lubricación ni ensamble. Este trabajo muestra una metodología para el diseño y manufactura de un MF tipo pinza, el cual es muy usado 
para labores de manipulación. Para el diseño del MF se usa el método de optimización topológica (MOT), el cual permite diseñar 
estructuras óptimas de forma automática distribuyendo una cantidad de material dada dentro de un dominio de diseño. Al diseño 
obtenido mediante el MOT se le aplican una serie de operaciones tendientes a disminuir la complejidad de la geometría obtenida y 
reducir los costos de manufactura. Con la metodología propuesta se obtiene un MF óptimo, funcional e innovador.  
 
Palabras clave: mecanismos flexibles, diseño óptimo, método de optimización topológica (MOT), método de elementos finitos (MEF), 
diseño asistido por computador (DAC). 
 
Abstract 
The compliant mechanisms (CMs) are monolithic structures where the displacement is given by the flexibility of their members. Thus, 
the CMs present certain advantages compared with their counterparts, rigid bodies, such as they do not require assembling or lubrication. 
This paper presents a methodology for the design and manufacture of a gripper-type CM, which is widely used for handling tasks. For 
designing the CM, the topology optimization method (TOM) is used, where it automatically designs optimal structures distributing a 
given amount of material within a design domain. Next, a series of operations aimed at reducing the complexity of the resulting geometry 
and manufacturing costs are applied to the design obtained by the TOM. With the proposed methodology, an optimal, functional and 
innovative CM is obtained. 
 
Keywords: compliant mechanisms, optimal design, topology optimization method (TOM), finite element method (FEM), computer aided 
design (CAD). 
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Introducción 
 
De forma simple, un mecanismo flexible (MF) es un 
objeto que realiza una tarea útil deflactándose, pero en una 
definición más completa un MF es una estructura flexible 
de una sola pieza que entrega un movimiento deseado bajo 
la acción de una fuerza [1]. Estos mecanismos se 
diferencian de sus contrapartes, los mecanismos rígidos 
(MR), en que el movimiento se da gracias a que los 
elementos que lo componen se pueden deflectar bajo la 
acción de cargas, mientras que en el caso de los MR se 
supone que el único movimiento es el que se consigue en 
las juntas, ya que se considera a los elementos 
componentes rígidos. Además, mientras en los MR cada 
componente tiene una función diferente, los MF pueden 
integrar diferentes funciones a una sola parte (cuando éste 
es diseñado como una única pieza, es decir, monolítico) o 
en un número reducido de partes. 
Los MF presentan diferentes ventajas tales como 
mayor rendimiento (e.g. alta compactibilidad y precisión, 
bajo peso y fricción, y eliminación de lubricación), costo 
más bajo (e.g. poco número de componentes lo que 
traduce en una fabricación simplificada –pocos moldes-, 
menor complejidad del ensamblaje y reducción del stock) 
y la capacidad de miniaturizar (e.g. hace posible la 
fabricación de mecanismos en la escala micro y nano 
como los MEMS y NEMS) [2]. Adicionalmente, otra de 
las ventajas que presentan los MF es que son considerados 
diseños bio-inspirados. Nótese que en la naturaleza la 
mayoría de objetos que se mueven son muy flexibles, tales 
como el tallo de las plantas, las alas de los insectos, las 
anguilas, la trompa de los elefantes y otros tantos ejemplos 
donde el movimiento proviene de la flexión de las partes. 
El uso de MF se ha visto incrementado en los últimos 
años por su versatilidad, hecho que se evidencia en la 
gama de aplicaciones industriales que van desde 
dispositivos de alta precisión en la nanoescala a grandes 
componentes de máquinas. Algunas aplicaciones 
destacadas de los MF son en el área de la salud [3] y en 
MEMS [4]. Entre los factores que han influido para 
aumentar la popularidad de los MF es el desarrollo de 
nuevos materiales, técnicas de diseño y procesos de 
manufactura. Además, gracias a las nuevas necesidades 
del mercado, hay una mayor capacidad de crear MF y un 
aumento de la motivación para hacerlo [2]. 
Adicionalmente, debido a las crecientes mejoras en 
hardware y software, el diseño y análisis de MF ha 
aumentado en cantidad de herramientas disponibles y 
complejidad abordada [5].  
A pesar de todas las potenciales ventajas que presentan 
los MF, éstos también experimentan dificultades a la hora 
de ser diseñados. Una de las principales desventajas de los 
MF es la fatiga, la cual proviene del movimiento de 
flexión repetido que puede causar que el MF se dañe a una 
temprana edad de servicio. Por otro lado, el movimiento 
en MF es más restringido que en su contraparte y su 
diseño puede ser bastante complejo. Además, debido a que 
los MF son relativamente nuevos en comparación con los 
MR, es difícil para los diseñadores encontrar recursos que 
los guíen en su labor. Aunque existe suficiente literatura 
para ayudar a dichos diseñadores a entrar en profundidad 
sobre temas relacionados con MF, se necesita de recursos 
más prácticos desde el punto de vista ingenieril, esto es, 
recursos visuales y concisos que proporcionen inspiración 
y orientación en las etapas conceptuales del diseño de MF 
[2]. Razón por la que se ha realizado un esfuerzo 
considerable en la creación de métodos para facilitar su 
diseño. 
Una técnica para diseñar sistemáticamente MF, que ha 
sido ampliamente acogida tanto en la academia como en la 
industria, es el método de optimización topológica (MOT). 
El MOT es un método computacional que permite diseñar 
estructuras óptimas de forma automática, distribuyendo 
una determinada cantidad de material en el interior de un 
dominio de diseño [6]. La principal ventaja del MOT es 
que el diseñador no tiene que comenzar con un diseño 
predefinido, lo cual es bastante importante para las 
personas nuevas en el área de diseño. Adicionalmente, el 
MOT puede generar soluciones novedosas difíciles de 
alcanzar por el diseñador, o puede ser utilizado para 
ampliar la experiencia y la intuición de éste [2]. Sin 
embargo, el resultado que arroja el MOT debe ser 
considerado como un primer bosquejo del diseño 
conceptual, lo cual implica que se requiere una posterior 
interpretación del diseñador y un posible 
posprocesamiento para corregir los defectos del resultado 
del método. Algunos de estos problemas son el tablero de 
ajedrez, escala de grises, fronteras poco suaves, entre otros 
[7].  
El MOT usado en el diseño de MF consiste en 
encontrar una estructura flexible con un desplazamiento de 
salida deseado en respuesta a una fuerza de entrada. 
Contrario al problema de diseño estructural clásico en el 
que se desea la estructura más rígida posible, el problema 
de diseño de MF es un compromiso entre flexibilidad y 
rigidez. Una estructura muy rígida, mostrará muy poco 
desplazamiento de salida en respuesta a la carga de 
entrada, pero una estructura muy flexible no será capaz de 
actuar sobre otra pieza, lo cual es evidente que no es una 
solución práctica. De hecho, existen MF orientados al 
desplazamiento o a la fuerza [8]. 
El problema de optimización topológica para el diseño 
de MF se puede formular de muchas maneras diferentes, 
pero no hay todavía una formulación definitiva que sea 
universalmente aceptada [2]. Para una comparativa entre 
diferentes formulaciones se puede consultar en [9]. De 
forma general, se puede encontrar dos enfoques para el 
diseño sistemático de MF basados en el MOT: el enfoque 
cinemático (usado por ejemplo en [10]) y el enfoque 
continuo (usado por ejemplo en [11]). En el primer 
enfoque el dominio de diseño continuo se aproxima 
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mediante una densa red de elementos tipo truss o beam, 
mientras que la aproximación basada en el continuo 
normalmente utiliza un dominio de diseño rectangular 
discretizado en elementos finitos cuadriláteros. Mediante 
el uso de una malla fina, el segundo modelo representa 
mejor el medio continuo, y por lo tanto, es la 
aproximación empleada en este trabajo.  
Para la aproximación basada en el continuo se puede 
usar uno de los dos métodos disponibles para parametrizar 
el dominio de diseño, el método SIMP (solid isotropic 
material with penalization) o el método de 
homogenización, también conocidos como modelos de 
material [12]. El método SIMP consiste en asignar a cada 
elemento finito una variable de diseño, comúnmente 
llamada pseudo-densidad, la cual puede tomar valores 
entre cero (elemento sin material) y uno (elemento con 
material). El método de homogenización produce 
topologías similares en apariencia a las obtenidas con el 
SIMP, pero es más complicado ya que requiere de más 
variables de diseño y mayor tiempo de computo [2].  
Otros enfoques de solución se han usado para el diseño 
mediante el MOT de MF, tales como level set [13], 
autómatas celulares [14], entre otros posibles enfoques 
que se pueden utilizar [15]. Sin embargo, en este trabajo 
se usa el MOT en combinación con el SIMP para el diseño 
de MFs con comportamiento lineal. A dichos diseños se 
les aplica una serie de operaciones de posprocesamiento 
tendientes a reducir los costos de manufactura. Luego se 
verifica el diseño mediante elementos finitos y se procede 
a la manufactura del diseño óptimo. Se hace una 
comparación del desempeño del MF desde el diseño dado 
por el MOT, del mejorado por el diseñador y del que 
finalmente se fabrica.  
El resto del artículo está organizado así: en la sección 0 
se presenta el problema de optimización usado para el 
diseño de MFs. En la sección 0 se presenta la metodología 
seguida para el diseño de MFs mediante el MOT. La 
sección 0 presenta el abordaje seguido para el 
mejoramiento del diseño inicial provisto por el MOT para 
que éste pueda ser manufacturado de una forma más 
simple y económica. Los resultados del MOT y de los 
posprocesamientos aplicados a la topología resultante, así 
como el análisis por elementos finitos de éstas son 
presentados en la sección 0. Finalmente, las conclusiones 
de la investigación son presentadas en la sección 0. 
 
Problema de optimización topológica en MFs 
 
El problema de optimización topológica consiste en 
encontrar una distribución óptima de material y vacío 
dentro del dominio de diseño (espacio permitido para el 
diseño). Se pueden predefinir zonas sólidas o vacías, las 
cuales no pueden ser modificadas por el MOT (regiones 
de no diseño). Dichas regiones pueden ser restricciones de 
manufactura o del diseño mismo. 
El problema de optimización para el diseño de MF se 
formula teniendo en cuenta una carga estática   aplicada 
externamente, capaz de deformar un punto      específico 
lo máximo posible. Luego, la función objetivo se formula 
a fin de maximizar     . En la Ec. (1) se presenta el 
problema de optimización discretamente formulado. Los 
supuestos que están implícitos en este enfoque son el 
comportamiento elástico lineal del material y pequeñas 
deformaciones en la estructura. Para controlar la rigidez 
del MF resultante y grandes valores para      que 
resultaría en no linealidades geométricas, el MF se diseña 
considerando que en      existe una resistencia al libre 
movimiento, modelado como un resorte, de tal forma que 
la rigidez de dicho resorte controla implícitamente la 
rigidez del MF [8]. Adicionalmente, el resorte sirve para 
motivar al optimizador a conectar el material hasta el 
punto de salida [2].  
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Donde   es el vector de variables de diseño, siendo    
asignada al elemento finito  . Con el objetivo de 
maximizar     , entonces   es un vector de ceros con el 
valor de uno en la posición del grado de libertad (GDL) 
que se quiere maximizar del vector de desplazamientos  , 
obtenido a partir del método de los elementos finitos 
(MEF). La primera restricción del problema de 
optimización es la ecuación de equilibrio, siendo  ( ) la 
matriz de rigidez, la cual depende de las variables de 
diseño debido al modelo de material SIMP [12]. La 
segunda restricción asegura que la topología final tenga un 
volumen    inferior al volumen total del domino de 
diseño   , donde    es el volumen del elemento finito   y 
    es el número total de elementos finitos usados en la 
discretización de dicho dominio. Finalmente, la tercera 
restricción se conoce como límites móviles, los cuales 
controlan la solución, donde   
  y   
  son el límite móvil 
inferior y superior de la variable de diseño   , 
respectivamente. Con el fin de evitar singularidades en el 
MEF, siempre se toma a   
   , tomando un valor 
mínimo     , normalmente   
  , para representar las 
partes estructurales sin significancia.  
 
Diseño de MFs mediante el MOT  
 
El diseño de MFs mediante el MOT es un proceso 
iterativo en el cual se combinan técnicas de optimización 
con el MEF. Aunque existen diversos métodos para hallar 
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óptimos globales en el MOT tales como los autómatas 
celulares [14], éstos se basan en reglas heurísticas o 
trabajan con un número relativamente pequeño de 
variables de diseño. Por lo tanto, en este trabajo se prefiere 
solucionar el problema de optimización mediante el 
método de programación lineal secuencial (PLS). A pesar 
de que la PLS produce mínimos o máximos locales, este 
es un método matemático robusto que a diferencia de otros 
métodos permite trabajar con gran número de variables de 
diseño, lo cual aumenta la resolución de las topologías 
obtenidas y adicionalmente es tan general que puede ser 
aplicado prácticamente a cualquier problema de 
optimización.  
La Figura 1 muestra el algoritmo genérico empleado 
para diseñar MFs mediante el MOT con PLS. Se parte de 
un dominio de diseño discretizado con elementos finitos, 
usando una malla estructurada o no dependiendo de la 
complejidad de dicho dominio. A continuación se resuelve 
el problema elástico mediante el MEF y a cada elemento 
se le asigna una variable de diseño   , la cual controla si el 
elemento queda en la topología final (    ) o no 
(       ). Debido a que la PLS resuelve problemas 
lineales en cada iteración del MOT en forma secuencial, 
tanto la función objetivo como las restricciones deben ser 
lineales. Sin embargo, la función objetivo del problema de 
optimización presentado en la Ec. (1) es no lineal y por lo 
tanto se linealiza por medio de series de Taylor de primer 
grado. La linealización se conoce como análisis de 
sensibilidad y consiste en calcular la derivada de la 
función objetivo con respecto a cada variable de diseño. 
Por otro lado, en la PLS se debe limitar el espacio de 
solución de cada variable de diseño, lo cual se logra 
mediante el uso de los límites móviles. Es por ello que el 
siguiente paso del MOT es el cálculo de dichos límites. 
Luego de esto se debe aplicar un filtro con el fin de 
controlar la complejidad de la topología resultante [16], es 
decir, para evitar la aparición de miembros estructurales 
muy pequeños que hacen de la manufactura un proceso 
difícil y costoso. A continuación se procede con la 
solución del problema lineal de optimización. A partir de 
este punto se verifica el cumplimiento de algunos criterios 
de convergencia, realizando iterativamente el 
procedimiento anterior hasta alcanzarlos. Finalmente, si el 
resultado converge, la topología óptima es graficada en 
una escala de grises. 
 
 
Figura 1. Algoritmo del MOT usando PLS aplicado al diseño de 
MFs. 
La programación del MOT usando PLS se realiza en 
MATLAB. Las geometrías usadas son simples y por tal 
motivo se realizan y discretizan en este software con 
mallas estructuradas. El MEF estático lineal es 
programado usando elementos bidimensionales Q4 y el 
análisis de sensibilidad se realiza por el método adjunto 
[17]. Para los limites móviles se usa una regla heurística 
descrita en [18]. Por otro lado, el filtro usado es el filtro 
espacial AWSF propuesto en [16]. Este filtro es aplicado 
sobre los límites móviles con la ventaja de que los 
posibles valores que puede tomar la pseudo-densidad de 
cada elemento esté relacionada con los elementos vecinos, 
lo cual implica que la variable de diseño de un elemento 
no difiere mucho de sus vecinos, evitando el tablero de 
ajedrez y la dependencia del resultado con la malla [7]. El 
sub-problema lineal de optimización se resuelve con la 
función linprog de MATLAB, usando el algoritmo 
interior point, el cual es adecuado para grandes problemas 
lineales de optimización [19]. Finalmente, el criterio para 
detener el algoritmo de optimización se basa en el 
promedio del valor de la función objetico en las últimas 
tres iteraciones, donde se mide si hay o no mejoramiento 
de dicha función.  
 
Metodología para la manufactura de MFs  
 
Debido a que normalmente la topología producida por 
el MOT no es apta para su manufactura por la escala de 
grises presente y los bordes poco suaves, se debe realizar 
unas operaciones de posprocesamiento a la topología 
óptima resultante. La Figura 2 muestra el proceso que se 
sigue para diseñar y manufacturar los MFs. El primer paso 
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consta en obtener un diseño preliminar mediante el MOT a 
partir de un dominio de diseño. Luego de obtener un 
bosquejo del diseño conceptual con dicha técnica de 
optimización, se debe realizar una interpretación del 
mismo.  
La interpretación consta en decidir que valores de las 
pseudo-densidades se consideraran, es decir, que 
elementos quedaran en la estructura final y cuales no. Esto 
se hace ya que usando el SIMP se pueden obtener 
pseudodensidades entre      y 1, donde los valores 
intermedios significan cualquier material diferente del 
material base y del vacío, es decir, forma una estructura 
con diferentes materiales, lo cual es muy complicado de 
manufacturar a menos que se utilicen técnicas avanzadas 
para la fabricación de materiales compuestos como los 
funcionalmente gradados [20]. Luego de la eliminación de 
la escala de grises, se obtiene una topología bien definida 
solo con regiones blancas y negras (black and white 
design). Sin embargo, como dicha topología proviene de 
una discretización con elementos finitos rectangulares, los 
contornos de ésta son poco suaves dependiendo de la 
discretización utilizada. Este problema se soluciona 
suavizando los bordes de la topología interpretada del MF.  
En la suavización de la topología se usa un software 
CAD, en este trabajo se emplea Solidworks®. Para 
realizar este procedimiento, la topología interpretada es 
guardada en un formato de imagen. Luego, esta imagen es 
importada al CAD, la cual generalmente no tiene las 
dimensiones correctas, con lo que es necesario escalarla a 
la medida requerida. Una vez escalada la imagen, con 
curvas spline se suavizan los contornos manualmente con 
criterio del diseñador. Finalmente se extruye el modelo 
bidimensional (2D) generado con el fin de crear el modelo 
tridimensional (3D) para su manufactura. El proceso de 
manufactura seleccionado es el corte por chorro de agua, 
el cual se adapta fácilmente a la geometría intrincada del 
MF, a su espesor (3mm) y al tipo de material usado 
(Aluminio 1100). 
Cabe anotar que en el intermedio de cada etapa se hace 
un análisis por elementos finitos (FEA, por sus sigla en 
inglés) de la topología del MF con el software ANSYS. 
Este análisis se hace con el fin de detectar elementos 
estructurales sometidos a grandes esfuerzos y donde el 
esfuerzo supere el limite elástico del material (el MF no se 
desea deformar permanentemente para poderlo usar varias 
veces), la estructura debe ser modificada engrosando 
dichos elementos. También se pueden hacer cambios a la 
estructura con el fin de favorecer su desempeño y/o 
eliminar características no manufacturables.  
 
 
 
Figura 2. Metodología para el desarrollo de MFs. 
 
Resultados  
 
En el MOT existen diversos parámetros de entrada los 
cuales afectan la solución obtenida. Entre ellos están la 
calidad de la malla, la cantidad de material disponible, el 
tamaño del filtro y la rigidez de la pieza de trabajo en el 
punto de salida. Cada grupo de parámetros produce una 
topología diferente, por lo que es común hacer un estudio 
de éstos y definir cuáles son los más apropiados para un 
problema en específico. En una investigación previa se 
consideró su estudio [18], por lo tanto, este trabajo se 
enfoca en el análisis de la variación del desempeño que 
tiene la estructura al efectuar una serie de 
posprocesamientos necesarios antes de su manufactura. 
En este trabajo se diseña un MF tipo pinza. El dominio 
de diseño del cual se parte se presenta en la Figura 3, con 
dimensiones de 50mm de largo, 50mm de ancho y 3mm 
de espesor, pero con el propósito de disminuir el costo 
computacional asociado al MOT, se considera simetría. 
Por otro lado, el análisis 2D mediante el MEF es realizado 
con la teoría de esfuerzo plano. Los parámetros usados por 
el MOT se presentan en la Tabla 1. 
 
 
Figura 3. Dominio de diseño para un MF tipo pinza. 
 
Tabla 1.  
Parámetros de diseño usados en el MOT. 
Parámetro Valor 
Número de elementos en X 150 
Número de elementos en Y 75 
Factor de penalización   
(SIMP) 
3 
Rigidez de la pieza de trabajo 300 N/mm 
Máximo material permitido 
(  ) 
20% 
Radio de filtro (    ) 0.5 mm 
Fuerza aplicada (   ) 50 N 
Módulo de Young ( ) 71.1 GPa 
Relación de Poisson ( ) 0.33 
 
La Figura 4 muestra la curva de convergencia de la 
función objetivo en el MOT. Algunos detalles importantes 
son descritos. Por ejemplo, cuando el MOT empieza su 
proceso iterativo, el desplazamiento en el punto de salida 
Y 
X 
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es prácticamente igual a cero. Como el objetivo es 
maximizar el desplazamiento de dicho punto en la 
dirección negativa del eje Y cuando una fuerza en 
dirección horizontal     (positiva del eje X) es aplicada, el 
MOT en las siguientes iteraciones busca una topología que 
aumente el desplazamiento de      en –Y. En la iteración 
190 el MOT converge ya que el valor de      no cambia 
significativamente en las tres últimas iteraciones. Cuando 
la convergencia se ha alcanzado, el filtro se desconecta 10 
iteraciones más con el fin de disminuir la escala de grises. 
Se observa una mejoría en la función objetivo cuando el 
filtro se desconecta, lo cual se debe a que la escala de 
grises generada por el filtro es material compuesto (con 
módulos de Young desde             para los 
elementos con         hasta       
     para los 
elementos con     ) que aumenta la rigidez del MF.  
 
 
Figura 4. Curva de convergencia de la función objetivo en el MOT. 
 
La topología óptima obtenida por el MOT se muestra 
en la Figura 5. Se observa algunas regiones de la 
estructura con escala de grises, la cual hace referencia a la 
aparición de material intermedio o ficticio en dichas 
zonas, o como se mencionó antes, material compuesto. 
Dicha escala puede reducirse de diferentes maneras. Una 
de ellas es aumentar el factor de penalización en el modelo 
de material SIMP [6], pero esto tiende a aumentar la 
naturaleza discreta del problema de optimización, lo que 
genera problemas numéricos en su solución. Otra opción 
es desconectar el filtro durante un número de iteraciones 
definidas como se hizo antes, pero al desconectarlo por 
muchas iteraciones el problema del tablero de ajedrez 
tienden a reaparecer. Luego, la mejor opción es hacer un 
posprocesamiento a la topología.  
 
 
Figura 5. Topología óptima obtenida por el MOT. 
 
Existen diversos métodos para mejorar la resolución de 
los bordes en las topologías obtenidas mediante el MOT. 
Uno de ellos es hacer una optimización de forma, la cual 
es un procedimiento que incrementa la complejidad [21]. 
Por otro lado, un procedimiento que es bastante sencillo 
consiste en eliminar a los elementos cuyas pseudo-
densidades estén por debajo de un valor definido por el 
diseñador, y los que estén por encima de ese valor se 
consideran con pseudo-densidad igual a uno (1), es decir, 
llenos del material base. Este procedimiento genera 
topologías perfectamente definidas, conocidas como 
diseños blanco/negro. Este posprocesamiento básico es 
aplicado a la topología de la Figura 5 y los resultados se 
muestran en la Figura 6. Se observa que la topología 
queda con miembros estructurales desconectados cuando 
el valor para la pseudo-densidad está por encima de 0.5. 
Por debajo de este valor los miembros se conectan, 
además, se disminuye la complejidad de la geometría ya 
que desaparecen algunos agujeros pequeños y los 
miembros de la estructura se engruesan, lo cual significa 
que la manufactura es menos compleja y por lo tanto, 
menos costosa. Sin embargo, si se consideran los 
elementos finitos con pseudo-densidades muy pequeñas, 
los agujeros obtenidos por el MOT tienden a desaparear y 
la estructura se vuelve más rígida, disminuyendo el 
desempeño del MF. 
 
 
a)       
 
 
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1𝜌𝑚𝑖𝑛  
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b)       
 
c)       
 
d)        
Figura 6. Topologías con posprocesamiento básico considerando 
diferentes valores para la pseudo-densidad. 
Aunque con el posprocesamiento básico se consigue 
obtener diseños completamente definidos, sus bordes no 
son suaves, lo cual representa un problema a la hora de 
manufacturarlos. Estos bordes en forma de escaleras se 
producen por la discretización mediante elementos finitos 
rectangulares del dominio de diseño. Una forma de 
disminuir dicho problema consiste en usar mallas mucho 
más finas, pero el costo computacional crece 
exponencialmente con el aumento del número de EFs. 
Otra opción es usar EFs de mayor orden, los cuales 
permiten tener bordes curveados, pero esta opción también 
puede incrementar mucho el tiempo de cómputo. Otra 
opción, que aunque es compleja es ideal, es suavizar los 
bordes de la topología mediante curvas suaves a trozos 
como los splines [21]. Una forma se usar los splines puede 
ser automática, o como se realizó en este trabajo, de forma 
manual.  
La suavización de los bordes se realizó en el software 
Solidworks de forma manual mediante curvas splines, 
como se indicó antes. La Figura 7a) muestra la topología 
de forma completa suavizada, es decir, la parte superior es 
reflejada sobre el eje X debido a la simetría usada. La 
topología suavizada proviene de la Figura 6c), puesto que 
es la que mejor definida, sin problemas de miembros 
desconectados ni exceso de material. Debido a la 
naturaleza 3D de los objetos en la vida real, la topología 
2D suavizada se extruye para darle un espesor de 3mm 
(ver Figura 7b)). Se observa que con este 
posprocesamiento adicional sobre la topología (suavizado 
de bordes), la complejidad de su manufactura se ha 
reducido aún más. Es por ello que el MOT se considera 
una técnica para obtener ideas previas del diseño 
conceptual, ya que por lo regular sus resultados requieren 
de la intervención posterior del diseñador.  
 
  
a) 2D b) 3D 
Figura 7. Topología completa suavizada mediante curvas splines. 
 
Con el objetivo de verificar el desempeño de las 
topologías modificadas por los posprocesamientos 
realizados, así como comparar y evaluar su 
desplazamiento en el punto deseado (    ), éstas son 
simuladas en el software comercial de elementos finitos 
ANSYS. La topología proveniente de la Figura 6c) 
simulada en ANSYS se presenta en la Figura 8a). El 
máximo desplazamiento se presenta en la punta de la 
pinza, que es lo que se pretendía con el MOT. De forma 
más precisa, se pretendía maximizar el desplazamiento en 
el nodo 11.410 de la malla usada, el cual presentó un 
desplazamiento vertical de -0.0616 mm.  
En la Figura 8b) se presentan los desplazamientos 
nodales en dirección Y para la topología 2D suavizada 
(ver Figura 7a)). En este caso se usó una malla con 
498.712 elementos rectangulares de 4 nodos y 2 GDL por 
nodo (conocidos en ANSYS como PLANE42), la cual 
aseguró la convergencia del método. El desplazamiento en 
la punta de interés es de -0.0618 mm, sólo un poco distinto 
al anterior resultado. A pesar de los cambios en los 
contornos, el desempeño del MF es prácticamente el 
mismo, implicando que la suavización realizada 
cuidadosamente no afecta el diseño producido por el 
MOT.  
En la Figura 8c) se presentan los desplazamientos 
nodales en dirección Y para la topología 3D suavizada 
(ver Figura 7b)). La simulación fue realizada con 
elementos prismáticos (SOLID45) con tres GDL por nodo, 
usando una malla de 1.016.430 EFs, donde se garantizó la 
convergencia del método. Un comportamiento similar a 
las dos anteriores simulaciones es observado, donde el 
desplazamiento en el punto de interés es un poco inferior 
(-0,0591 mm), lo cual se debe al hecho de incluir en la 
simulación el espesor y la discretización en esta dirección 
aumenta la rigidez del MF. A pesar de haber cambiado el 
modelo 2D a 3D (que es cómo funcionaría en la vida real), 
el desempeño no cambia de forma considerable y por lo 
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tanto se asegura un comportamiento deseado cuando se 
use la pieza en la aplicación específica.  
 
 
a) 2D con posprocesamiento básico 
 
 
b) 2D suavizada 
 
 
c) 3D suavizada 
Figura 8. Desplazamientos verticales en la pinza obtenidos con 
ANSYS. 
Finalmente, el MF tipo pinza manufacturado por corte 
por chorro de agua es presentada en la Figura 9. Los 
desplazamientos son tan pequeños que con las técnicas 
disponibles en nuestro laboratorio no se pudieron medir. 
En la Tabla 2 se hace una comparación de los valores del 
desplazamiento en el punto de salida      en la topología 
obtenida por el MOT hasta su manufactura. Esto es, para 
la topología obtenida en MATLAB, para la topología con 
el posprocesamiento básico, para la topología suavizado 
en 2D y en 3D y para la topología manufacturada. En 
dicha tabla se observa que la topología obtenida con el 
MOT en MATLAB presenta un desplazamiento muy alto 
comprado con los demás, lo cual se debe a que ésta 
contiene material intermedio (compuesto) que favorece el 
desempeño del MF. Como las subsiguientes topologías no 
cuentan con dicho material intermedio (diseños 
blancos/negros), se espera un cambio drástico en el 
comportamiento del MF. Cuantitativamente, al eliminar 
por completo la escala de grises de la topología, el 
desplazamiento disminuye un 84% aproximadamente, con 
respecto al diseño original obtenido con el MOT. Por otro 
lado, en los diseños blancos/negros a pesar de tener 
cambios significativos como la forma de los contornos 
(suavizado de bordes) y/o de aumento de la dimensión (2D 
a 3D), estos factores no parecen alterar significativamente 
la topología. Por lo tanto, con el fin de evitar un deterioro 
en el desempeño de las estructuras diseñas mediante el 
MOT al ser posprocesadas, es necesario usar técnicas que 
eliminen, o por lo menos, disminuyan los elementos con 
materiales intermedios (escala de grises) y así eliminar 
(disminuir) el posprocesamiento.  
 
 
Figura 9. Mecanismo flexible manufacturado 
 
Tabla 2.  
Desplazamientos en el punto de salida     . 
Método 
Desplazamiento 
(mm) 
% 
relativo 
MOT en MATLAB -0,3765 
100,0
% 
ANSYS 2D con 
posprocesamiento básico 
-0,0616 16,4% 
ANSYS 2D suavizada -0,0618 16,4% 
ANSYS 3D suavizada -0,0591 15,7% 
Manufacturada --- --- 
 
Conclusiones  
 
El MOT es un método de optimización que permite el 
diseño conceptual de MFs de forma rápida y con 
resultados aceptables. Tan general es la metodología que 
con solo cambiar el dominio de diseño y condiciones de 
carga y frontera, se puede obtener diseños más complejos 
y novedosos desde el punto de vista de su geometría. 
Además, puede ser usado en diversidad de problemas, no 
solo de maximización del desplazamiento en alguna 
dirección especificada como se hizo en este trabajo.  
Al tener en cuenta todo el proceso de diseño efectuado 
para llevar a cabo la manufactura del mecanismo flexible 
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tipo pinza, es importante cuantificar cómo varía el 
desempeño del mismo en cada etapa, lo cual se hace 
evidente al observar los desplazamientos en el punto de 
salida, siendo mucho mayor el correspondiente a la 
estructura hallada mediante el MOT sin hacerle ninguna 
modificación, por lo que las nuevas técnicas de 
optimización tienden al punto de ser completamente 
automáticas y no requerir la intervención del diseñador.  
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